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Uloha 1 ... sekaci 3 body

Ve snaze usetrit si praci se Verca rozhodla automatizovat sekani zahrady.
Doprostred travniku pevné zarazila tyc, ke které provazem pripevnila se-
kacku. Ta umi jezdit a sekat pouze dopredu, ale diky namotavani provazu
na ty¢ uprostred bude jeji draha tvaru spiraly a miize tak posekat zhru-
ba kruhovou plochu okolo tyce. Jaky musi mit ty¢ polomér, aby se na ni
lano namotévalo takovym zptisobem, Ze na sebe budou posekané pruhy
presné navazovat? Sekacka vysekava pruhy travy sirky 0,75 m, tloustku
lana neuvazujte.

Verca sledovala kutilska videa.

V feSeni si staci uvédomit, jak chceme, aby situace vypadala
v jedné a té samé piimce spojujici urcitou polohu sekacky a stied
tyCe. Predstavme si, ze v jeden moment sekacka projizdi urcitym
bodem a vysekd pas siroky 0,75 m. Po jednom otoceni tyce chceme,
aby jeji pristi stejné siroky péas presné navazoval na tento. Pro zjed-
noduseni si mizeme predstavit, ze je sekacka bod uvdzany provazem
presné ve stredu pasu, proto aby se kraje opét potkaly musi se po-
sunout pravé o 0,75 m za jednu otocku (polovinu té vzdalenosti aby
se dostala na samotny okraj a poté druhou polovinu aby se dostala
opét do stfedu). To znamend, ze jedno otodeni kolem tyde musi provaz zkratit pravé o 0,75 m,
coz musi odpovidat obvodu tyce. Z této rovnice uz jen vyjadiime polomér r jako

onr = 0,75m, = T=O7725mi0712m:12cm.
e
Ty¢ tedy musi mit polomér » = 12 cm.
Uloha 2 ... rizna perioda 3 body

Uvazujme dvé rovnobézné hridele ve vzajemné vzdalenosti d = 25,0cm. Na kazdou z nich
navleceme jedno kolo o poloméru r = 3,50cm a druhé o poloméru R = 6,50cm. Pres obé
mala kola navleceme natdhnutou gumu, stejné tak pres obé velkd. Jednu z hrideli roztoc¢ime
frekvenci f = 1,28 Hz. Jaky bude pomér mezi ¢asem, po kterém se po jednom otoceni dostane
guma natazena kolem malych kol do své vychozi polohy, ku casu, kdy se totéz udéje pro gumu
kolem velkych kol? Guma na kolech neprokluzuje.

(OO

Jardu upoutaly retézy.
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Pro délky gum plati
L =2nR+2d

l=2nr+2d.

Rychlost gum je dana rychlosti okraju kol, kterd je pro velké kolo V' = wR a pro malé v = wr,
kde w = 2nf je thlova frekvence otdceni hiidele.

Pak plati
§— 1 2nr+2d
v wr
a
T L _2rR+2d
V. wR
takze hledany pomér casu je
t  1+2
— = T =147.
d )
T 1+ %
Uloha 3 ... hrani si s plynem 3 body

Kolikrat se zméni objem idedalniho plynu, jestlize se jeho termodynamicka teplota zvysi
0 80% a tlak se zmensi o 60 %7
Tomds mel nadymdnd.
Necha=1+4+08=18ap=1-0,6=0,4.
Napiseme si stavovt rovnicu pre pripad na zaciatku a na konci

pV = NkT,
ppV' = NkaT,
Druhii rovnicu vydelime prvou a dostdvame V' = 4,5V. Aktudlny objem je 4,5 nisobkom
pévodného objemu plynu.
Uloha 4 ... rychly servis 4 body

Ve stolnim tenisu je nékdy taktické prekvapit soupere dlouhym rychlym servisem. Prvni dopad
micku je co nejblize hrané stolu u podavajiciho, druhy dopad je naopak co nejblize hrané
soupere. Jaky je nejkratsi mozny cas letu micku z jedné strany stolu na druhou, neuvazujeme-li
odpor vzduchu ani rotaci micku? Vsechny potrebné parametry si dohledejte.

Jarda by si vds chtél podat.

Uvazujme, jak se micek po stole pohybuje. Dopadne nékde na poloviné podavajiciho a pak na
druhé. Mezitim se pohybuje po trajektorii Sikmého vrhu, pro ktery plati rovnice v horizontél-
nim z a vertikdlnim smeéru y

x = vo cos at,

1
y = vo sin at — §gt27
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kde vo je pocatecni velikost rychlosti a « je tihel, pod kterym je micek s touto rychlosti vrzen
vuci horizontélni roviné. Cas, po kterém micek znovu po odrazeni od stolu dopadne, je

- 2v9 Sin «
p .
Je vidét, ze ¢im vyssi je rychlost vg sin «, tim delsi je cas mezi dopady.

Ve vertikdlnim sméru je ovsem situace limitovana vyskou sitky, ktera je podle oficidlnich
pravidel H = 15,25 cm = 6inch. Tu musi micek preletét, takze se snizi jeho kinetickd energie
o mgH. Protoze se rychlost v horizontalnim sméru neméni, tato zména se déje na tkor rychlosti
ve svislém smeéru

R S B
mgH = ZMmvosin” .

Odsud muzeme dosadit za rychlost, abychom dostali ¢as mezi dopady

=222
g

Toto je nejmensi Cas, ktery micek potfebuje pro prekonéni sitky. Zaroven je vidét, ze kdyby mél
micek nastoupat vyssi vysku, tak mu to zabere jesté déle. Idedlni je navic pripad, kdy micek
dopadne hned u podédvajiciho na hrané a pak az na druhé strané na hrané stolu. Kdyby byl totiz
dopad nékde uvnitt stolu, tak tam micek musi nejprve doletét, ale porad pak musi vystoupat
vysku H, coz opét zabere nas cas t.

Nejmensi ¢as, ktery micek pro prekonédni stolu a sitky potiebuje, je tedy opravdu

t:21/ﬁi0,353,
g

nehledé na to, kudy sitku prekond. V redlném pripadé samoziejmé pusobi odporové sily, takze
rychlost micku se béhem letu vyrazné snizi.

Uloha 5 ... stary zdroj 3 body

David nasel ve skrini stary zdroj stejnosmérného napéti. Premyslel, jak by ho jenom vyuzil,
a tak zkusil zapojit ke zdroji 2 rezistory o odporu R = 10). Nejdrive je zapojil seriové, poté
paralelné. V obou pripadech méril proud, ktery obvodem protékal. V prvnim pripadé namé-
il 1 = 1,2 A, v druhém z multimetru odecetl hodnotu I = 4,0 A. David ale tusil, Ze zdroj
nebude idealni. Urcete proto, jaky ma tento zdroj vnitini odpor.

David hledal néjakou peknou elektrickou ulohu.

Oznacme si vnutorny odpor zdroja R;. Tento odpor je efetktivne vzdy zapojeny sériovo k ostat-
nym. Cize v prvom pripade je celkovy odpor 2R + R; a v druhom R/2 + R;. Napitie zdroja
je v oboch pripadoch U, stac¢i teda dosadit do Ohmovho zdkona a mame ststavu dvoch rovnic
o dvoch neznamych

(2R+ Ri) 11,

U=
U= (R/2+Ri)I.
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Napétia sa zbavime na zaklade toho, ze lavé strany sa rovnaju, tym pddom sa musia rovnat aj
pravé. Potom uz len doriesime linedrnu rovnicu pre R;

(R/2 + Ri)fz = (2R+ Ri)ll ,
Ri(Iz — I1) = R(Qfl — 12/2) ,

26 — I)2 .
R, =R s
Uloha 6 ... pevné spojena matematicka kyvadla 3 body

Meéjme dvé nehmotné hiilky o délce | = 15cm, které obé visi za jeden sviij konec a mohou
se okolo bodu zavéseni volné otacet. Tyto body zavésu jsou ve shodné vysce, jejich vzajemna
vzdalenost je rovna d = 30 cm. Volné konce hiilek jsou spojeny hiilkou o hmotnosti m = 300g
a délce d. Jaka bude perioda malych kmitii, pokud systém rozkyviame v rovinée, ve které hiilky
lezi? Systém se nachazi v tthovém poli se zrychlenim g. Lego idealizoval pruzinku jako hulku.

Zaklad je uvedomit si, ze nakolko nehmotné palicky maji obe dizku ! a ich horné konce st
od seba vzdialené d, a tiez ich dolné konce su vzdialené od seba d, tak palicky budi pocas
kyvania vzdy tvorit rovnobeznik (ak si domyslime hornd stranu ako usecku spajajicu body
zévesu paliciek).

Takze hmotné palicka bude vzdy vodorovne, a ak jedna z nehmotnych pali¢iek bude vy-
chylend o ¢, tak aj druha bude vychylena o ¢. Tym paddom si mézeme predstavit, ze tazisko
hmotnej palicky visi na pomyselnej palicke, ktord je presne medzi tymi dvomi redlnymi (a teda
tiez vzdy vychylend o rovnaky uhol).

Cim sme tlohu previedli na oby¢ajné matematické kyvadlo s dizkou I, periéda takého kyvadla
je T =2n4/l/g =0,78s.

Uloha 7 ... ledové LEDky 3 body

David cetl studii, podle které LEDky v laboratori maji elektricky prikon Pese = 30pW, ale
opticky vykon Popy = 69pW, coz by odpovidalo vétsi nez 100% tdcinnosti. Nejprve se zarazil,
ale pak si uvédomil, Ze ¢ast vykonu pochdzi z energie tepelné. Pravé kolik bychom potrebovali
takovychto diod, abychom vytvorili kostku ledu o objemu V = 10 cm?® za 1 hodinu, pokud méme
dostupnou vodu o teploté 20 °C? Uvazujte, Ze veskery opticky vykon pochdzi z tepla z vody
a elektrického zdroje. Opticky vykon neni zavisly na teploté a prenos tepla z okoli zanedbejte.

David slysel, Ze ledky jsou pojmenoviné podle toho, Ze jsou studené.

Uvédomime si, jak vlastné urc¢ime chladici vykon P. Vyjdeme ze zdkona zachovani energie,
respektive z toho, Ze vime, Ze musi platit

P"’Pele: opt = P:Popt_Pele:39pW~
Uréime potom, kolik energie Q musi voda pfedat, abychom méli 10 cm?® ledu

Q=lr-m+m-c-AT.
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Zde je It mérné skupenské teplo tuhnuti, m je hmotnost ledu, ¢ je mérna tepelnd kapacita
vody a AT je rozdil teploty vody a teploty tuhnuti. Diky znalosti vzdjemného vztahu hustoty
ledu p = 917kg/m?> a objemu miizeme urcit hmotnost ledu jako

m=Vp=917-10"kg.

Protoze m4 led zamrznout za ¢as 7 = 1h, pak musi pro celkovy vykon Peeikovy platit

Q Ilr-Vp+Vp-c- AT

Peelkovy = —
v T

-
334kJkg™'-9,17- 102 kg +9,17-10 3 kg - 4184 J- kg "K' - 20K
1h

=1,06 W.

Protoze chceme urcit pocet diod, zajima nas n, pro které plati

1,06 W . 10
Peerxovy = nP = =271 .
lkovy n = n 39 pW 7 0
Takze na lednicku z LEDek si jesté néjakou dobu pockame.
Uloha 8 ... ztraceny plyn 4 body

Pri zkoumani velikosti povrchu poréznich nebo praskovych materidli miiZzeme vyuzit ad-
sorpci plynu na dané latce. Do pipety o objemu 15ml viozime vzorek se skeletdlni husto-
tou 1200kg-m™> o hmotnosti 59mg a vycerpame vzduch tak, Ze zde bude velmi vysoké va-
kuum. Poté dovniti vpustime 1,1 - 1073 mol dusiku a po ustdleni naméfime tlak 0,15 bar. Jaky
je povrch vzorku, jestlize plocha jedné adsorbované molekuly ¢ini 0,16 nm?? Uvazujte, Ze cely
experiment probihd pri teploté kapalného dusiku T = —196 °C.

Jarda hledd zpisob, jak ted dostane svij plyn zpdtky.

Pri daném experimentu namétime mensi tlak, nez bychom ocekévali ze stavové rovnice pro
idedlni plyn
nRT

Ve
kde ps je tlak v pripadé, kdy by k zadné adsorpci nedochazelo, R je molarni plynova konstan-
ta, T'= —196°C = 77K je teplota plynu a V; je objem, ktery muze plyn v pipeté zaujmout.
Rozdil je dan tim, Ze navdzané molekuly dusiku se nepohybuji prostorem, nenarazi na stény
nadoby, a k tlaku tak neprispivaji. Naméreny tlak pm, odpovida latkovému mmnozstvi volného
dusiku v plynném skupenstvi n,

bs =

_ Pm Vo
RT ’
kde dostupny objem miizeme urcit z velikosti pipety a objemu vzorku jako

np

m
v,=v -2,
P P
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Na vzorek se tedy navazalo
pa (V- 3)
RT

dusiku. Jestlize na jednu molekulu pripadd plocha o, je celkovéd plocha vzorku

Nads =N —Np =N —

A= nadsNAa = 72 m2 5

kde jsme ldtkové mnozstvi (pocet molti) pomoci Avogadrovy kosntanty Na pfepoditali na pocet
castic. Vidime, ze nékteré materidly mohou mit i ve velmi malém mnozstvi povrch srovnatelny
s plochou velkého bytu. Toho se dé vyuzivat naptiklad pri katalytickych reakcich.

Uloha 9 ... rozbité nabita 4 body
Kolmo na magnetické indukéni ééry leti &dstice rychlosti v = 100m-s~! charakterizovand
nabojem ) = —15,0uC a hmotnosti M = 50,0 ug. V jednom momentu se tato ¢astice rozpadne

na dvé castice s opacnymi naboji. Jaky je pomeér velikosti poloméru krivosti trajektorie kladné
nabité castice k velikosti poloméru krivosti zaporné nabité ¢dstice? Hmotnost vzniklé kladné
castice je m = 20,0ug a jeji naboj je ¢ = 10,0uC. Uvazujte, Ze po rozpadu zistane rychlost
castic v a nebudou se dal vzajemné ovliviiovat.

Pepa prokrastinoval na déjindch fyziky.

Polomer krivosti trajektorie nabitej ¢astice v magnetickom poli uréime z rovnosti Lorentzovej
a dostredivej sily. Pre kladnt casticu plati

2

vB=m— = rn=—.
q 1 ! qB

muv

Zaporna castica bude mat hmotnost mas = M —m = 30ug a ndboj g2 = Q — g = —25uC,
potom jej polomer krivosti bude

(M —m)v
rg = -———.
|Q—q|B
Potom pomer polomerov krivosti je
r 9B Q—glm 5.
—_— = = - = 1 67~
(M—m)v — ’
r2 gy dWM-m) 8
Uloha 10 ... kreativni DnD hrdina 4 body

Hrdinové zapasi s nekromantem v jeho laboratori. Jeden z hrdini neni zrovna silny, zato je
vynalézavy, a tak ho napadne shodit skrin na blizkou nemrtvolu. Pak ho ale napadne, pokud ma
on dost sily, aby skrin shodil, bude mit i nemrtvola dost sily, aby ji nasledné udrzela, nebo ne?
Predpokladejme, Ze skrin je homogenni a ma vysku a = 3,5m, Sitku b = 1,5m a hloubku c =
= 60cm a hrdina ji dokaze prevrhnout podél jeji sitky. Hrdina i nemrtvola maji vysku h =
= 180cm, v této vysce budou na skiiii pisobit. Nemrtvola stoji d = 1,5m od skiiné (méreno
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od paty, kterd ziistane na zemi). Jaky je pomér sily, kterou potiebuje nemrtvola k tomu, aby ji
udrzela bez pohnuti tam, kde stoji; k sile, kterou potreboval hrdina ke shozeni skriné? To, ze
skrin na nemrtvolu padne nenulovou rychlosti, nereste a predpokladejte, ze nemrtvola i hrdina
tlacili kolmo ke sténe.

Lego hrdl DnD jen pdrkrdt.

blize ose otddeni, a tedy moment sily, proti které musi hrdina pusobit, bude mensi (samoziejmé
za predpokladu, ze hrdina m4 stale rameno sily h). Na zac¢atku bude rameno tihové sily c¢/2.
Onacme si hmotnost skfiné m, potom hrdina potfebuje mit silu aspon

M mgc

se svislym smérem thel

2
1 = arctg i = arctg <.
a/2 a

Uhel o, ktery svird sténa skiiné se svislym smérem po prevrhnuti, miazeme spocitat z vysky
nemrtvoly a jeji vzdélenosti od paty skiiné

= arct, é
Y= gh'

Jelikoz sténa byla puvodné ve svislém sméru, toto je zaroven uhel, o ktery se sk¥in pootocila.

vvev

ty. Jejich celkovd vzdélenost (pfepona v prislusném trojuhelniku, ktery pouzijeme) je va? + ¢2/2,
a proto pouzijeme sinus

1 d
Ax = 5\/ a? 4 ¢2sin (arctg 7o arctg g) .

Ziskali jsme rameno tihové sily. Jaké rameno bude mit nemrtvola? Pokud bude tlacit kolmo
na sténu skiiné, rameno bude z Pythagorovy véty r, = v/d? + h2. Tim padem bude potiebovat

silu
P Ax %\/ a? + ¢ sin (arctg % — arctg g)
T T N '
Tim paddem hledany pomér je
1y/a2+c2 sin(arctg 4 _arctg 5)
2 h a
F, mg NZZERY hva? + ¢2 sin (arctg % — arctg g)
F, mge/2 B V& + b2

=23.
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Uloha 11 ... schody v Atomiu 3 body

Bruselské Atomium je monumentalni turisticka atrakce, ktera pripomind elementarni buriku
prostorové centrované mrizky krystalického zeleza. Misto atomi jsou velké koule, do nichz je
mozné vstoupit. Koule jsou propojeny priichody vedoucimi po vSech hranach krychle a také
z rohovych kouli do koule centralni. Krychle je postavena na roh tak, ze jeji télesova thlopricka
miti kolmo k zemi. Jaky je sklon schodisté vedouciho z druhé nejnizsi koule do koule stredové
vzhledem k vodorovné roviné zemé?

Jarda byl na dovolené v Belgii.

Atomium mé podle zadéni tvar krychle o hrané a, kterd je postavend svou télesovou tthloptickou
kolmo vzhuru. Jestlize definujeme vrcholy krychle jako ABCDEFGH, aby ABCD ohranic¢ovaly
jednu sténu a EFGH druhou, tak vybereme takovou rovinu, kterd obsahuje dvé sténové tihlo-
pficky AC a EG. Rez krychle touto rovinou tvoif obdélnik o stranich a a v/2a a lezi v ném
i stted krychle. Diagondala tohoto obdélniku je télesova thlopticka celé krychle.

Kdyz si predstavime, ze tento obdélnik stoji na svém rohu svoji thloptickou kolmo k zemi,
vidime, Ze reprezentuje i polohu kouli v Atomiu. Uhel delsf strany od kolmice k zemi oznaéme o

a plati pro néj s
a 1 2

V3a V30T B

Vyska, ve které jsou spodni tii koule Atomia, je

sina =

hs = asin«
a jejich vzdalenost od télesové thlopricky je
ds = acosc.

Vyska prostredni koule nad zemi je

hp:§a

Nyni jiz mtzeme vyjadrit tangens thlu, ktery schody sviraji se zemi, jako

hp — hs _ V3 — 2sina

tgh =
& ds 2 cos o
1
tg 0 = V3-23
g o2 »
V3
tg@zL

odkud dostavame hledany thel
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Uloha 12 ... sila LED paski 4 body

Jarda si na kuchyniskou linku namontoval 2,5m dlouhé LED pdsky se spotiebou 11 W/m
a napétim U = 12 V. Z transformatoru k nim vede napéti | = 4,8 m dlouhou rovnou dvojlinkou,
ve které jsou kabely od sebe vzddlené d = 3,0mm. Jak velkou silou na sebe dvojice kabeli
pusobi? Pokud je pritazliva, uvedte kladnou hodnotu a naopak. Uvazujte, ze tloustka kovovych
kabelii je zanedbatelna.

Jarda osvétloval kuchynku, kdyzZ ho zacala pritahovat sila proudicich elektronu v kabelech.

Désledkom prechodu pridu dvojlinkou vznika v okoli oboch kdblov magnetické pole. Prad
vo vodici je realizovany pohybom elektronov, na ktoré v pritomnosti magnetického pola pdsobi
Lorentzova sila. Velkost tejto sily mézeme urcit z Ampérovho zdkona pre silu medzi dvoma
vodi¢mi I

po L1l

|Fl =5~ 1 (1)
kde I1 = I> = I st prudy prechadzajtce jednotlivymi vodi¢mi, d = 3 mm je ich vzdialenost a I =
= 4,8m je ich dizka. Dvojlinka sa sklad4 z napéjania a ,,zeme“, spolu vytvaraju uzavrety obvod.
Prid v jednotlivych vodi¢och mé tym pddom navzajom opacny smer, kvoli comu je sila odpudiva
(Flemingovo pravidlo lavej ruky). Ostava uz len zistit velkost pridu prechddzajiceho cez obvod.
Zo zadania mame, ze diikovy prikon LED péasikov je 11W-m~! a dizka LED pasikov je 2,5m,
na zdklade ¢oho vieme, Ze prikon obvodu P = (11W-m™') - (2,5m) = 27,5W. Z celkového
prikonu mame

P
I=—.
U
Po dosaden{ do vztahu (m) dostavame
_ o P
|F| = o U2dl =1,7mN.
Kedze je sila medzi vodi¢mi odpudiva, tak mé podla zadania zdporné znamienko F = —1,7mN.
Uloha 13 ... hopsajici pizza 4 body

Na pruziné s plosinou o tuhosti k = 100N-m~! je poloZena pizza o hmotnosti m = 0,40kg.
Pruzina s plosinou je pomoci zabudovaného mechanismu stlacena do pocatecni vychylky xo =
= 0,020 m oproti rovnovazné poloze. Nasledné mechanismus uvolni pruzinu, ktera vystreli pizzu
a hned po vystrelu stlaci pruzinu zpét na pocatecni vychylku xq. Pizza poté dopadne zpét na
plosinu, ¢imz stla¢i pruzinu a je opét vystrelena. Mechanismus okamzité po vystrelu stahne
pruzinu na maximalni vychylku od rovnovazné polohy, které dosahla po dopadu pizzy. Tenhle
proces se dale opakuje.

Do jaké vychylky bude pruzina mechanismem stlacena po vystrelu, pri kterém pizza poprvé
prekona vysku h = 1,0m od rovnovazné polohy? Odpor vzduchu zanedbejte. Uvazujte, ze
veskerd kinetickd energie pizzy a potencidlni energie pruziny se na sebe prevddéji idedlné (beze
ztrdt) a ze hmotnost desky a pruziny jsou zanedbatelnd vici hmotnosti pizzy.

David premyslel, jak zefektivnit pripravu pizzy havaj.

Aby pizza prekonala vysku A = 1,0 m, musi platit, Ze energie pfeddna pruzinou pizze Ex musi
byt vétsi nebo rovna potencidlni energii pizzy ve vysce h, tedy Ex > E,.

10
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Pro potenciélni energii plati
E, =mgh,

tedy pro h = 1,0m bude platit E, = 3,92 J.
Energii pruziny ur¢ime jako

1
Ek = §k$2 .

To ndm pro prvni vystirel davd Ex = 0,02 J. Pokud si zapiSseme prvni 4 vystiely

By, = 0,027,
By, =0,047,
By, = 0,087,
Ex, =0,16].

Lze vidét, Ze ndm bude energie rist dana rekurentni posloupnosti
Ex, =2E, , .

Pokud si zapiSeme danou rekurentni posloupnost do tvaru zadanym n-tym clenem srovnadme
s potencidlni energii, ziskdme nerovnost ve tvaru

2"710,02 > 3,92.

Méme tedy n > 8,62. Z toho dostavame, ze po 9. vystfelu pizza pirekond vysku h. Pro 9. ¢len
plati Ey, = 5,12 J. Pro vypocet vychylky si vyjadiime z rovnice pro energii pruziny vychylku xg

jako
To9 = 2Bk
o k-

Pizza prekond h = 1,0m pri vychylce pruziny zg = 0,32 m.

Uloha 14 ... napéti na voltmetru 4 body

Jaké napéti namérime na voltmetru ve schématu na obrazku? Napéti zdroje je Uy = 4,50V,
zdroj md zanedbatelny vnitrni odpor, voltmetr je idedlni, rezistory maji hodnoty odpori R; =
=1,00Q, R, = 2,000, R3 = 4,002, R4 = 2,002 a Rs = 5,00€2. Vysledek zadejte jako kladné
cislo.

Karel premyslel o spatném zapojovdni voltmetru.

11
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Idedlni voltmetr mé nekoneény vnitini odpor. Muzeme tedy zanedbat rezistor Rs a povazovat
obvod ve vétvi s voltmetrem jako za rozpojeny.

Napéti na voltmetru pak bude dano rozdilem potencialii mezi uzly. Ozna¢me potencial v uzlu
mezi rezistory Ri a Ra jako @12, obdobné ¢34 mezi R3 a R4. Pokud bereme potencidl od kladné
elektrody, dostavame

Ry .
= =1
Y12 R1 T R2 UO 350\/5
_ Rs -
P34 = R3 T R4U0 = 3,00V.

Celkové pak absolutni hodnota napéti na voltmetru bude dané rozdilem napéti
U\/ = ‘@12 — @34| = 1,50\/.

Na voltmetru namétrime 1,50 V. Dle zadani je vysledek udan kladné — ve skutecnosti by zalezelo
na tom v jaké polarité by byl voltmetr zapojeny.

Uloha 15 ... problémy operatora radaru 4 body

Operator radaru vyslal pulz o frekvenci f = 50 MHz proti nepratelskému letadlu, které leti
ve vysce h = 20000 ft nad zemi. Po case t = 0,10 ms se mu vrétil pulz s frekvenci o Af =
= 190Hz jinou oproti vyslanému pulzu. Urcete, za jak dlouho bude nepratelské letadlo nad
operatorem, pokud predpokladame, Ze letadlo leti rovnomérné primocare a rovnobézné se Zemi
k bodu primo nad operatorem. Dodo sledoval radar.

Najprv sa zamyslime nad situdciou popisanou v zadani. V kolmom smere sa k zenitu blizi
lietadlo vo vyske h rychlostou v, pricom v bode odrazu pulzu od lietadla je uhol zenit-satelit-
-lietadlo ¢ (obr. [l]). Pri odraze pulzu dochddza ku dvojitej zmene frekvencie — prvykrat prijma
lietadlo pulz ako pozorovatel, ktory sa ku zdroju blizi rychlostou v a druhykrdt (pri odraze)
"vysiela” ako zdroj pohybujici sa priamo ku pozorovatelovi (satelitu) rychlostou v). Rozdiel
frekvencie vyslanej a prijatej je Af = f' — f. Kedze plati Af < f, tak ndm postadi uvazovat
nerelativistického Dopplera.

zenit

satelit

Obrazek 1: Nacrt situécie zo zadania

7 obrazku m je jasné, ze sa lietadlo nepohybuje priamo ku pozorovatelovi. Jeho rychlost vieme
rozdelit na radidlnu rychlost v = v sin ¢, ktorej smer je rovnobezny so spojnicou satelit-lietadlo,
a tangencidlnu v , ktorej smer je kolmy na radidlnu rychlost. Ak si elektromagnetické vinenie
(pulz) zndzornime jeho vinoplochami, zistime, ze tangencidlna zlozka rychlosti neovplyviiuje to,
ako pozorovatel vnima vysielany signal. Bude nés preto zaujimat iba radidlna zlozka rychlosti v .

12
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Ked sa priamo ku zdroju pribliZuje pozorovatel rychlostou v, tak pozorovatel vnima vlnu
s tou istou fyzickou vlnovou dizkou, avak s inou rychlostou, a teda aj frekvenciou. Plati tak

A f

C+1)Hf
c+u c c ’

Ked sa zdroj priblizuje k pozorovatelovi, tak sa skracuje fyzickd vlnovd dizka, avSak rychlost
vlnenia ¢ ostdva rovnaké. Za periédu T dojde ku skrateniu pévodnej vinovej dlzky A; na

A c—v
)\szl—'l)“T:)q—'UH*l:)\li“y
C C
C

fa= fi.

C—’U”

Spojenim oboch Dopplerov dokopy dostdvame

c c+v c+wv
Ly - Ly
C—’UH C C—UH

f'=f=

7 ¢oho vieme urcit

v _f'—f ¢ _
sinp  f'4 fsing

Af c _Af ¢
2f + Afsing  2f sing’

kde sme vyuzili Af < f.
Kym pulz dojde ku lietadlu za ¢as t/2, tak medzitym prejde vzdialenost
h ct 2h

= — — = —
Cos 2 cose ct

Od odrazenia pulzu od lietadla ubehne &as t/2, kym sa vrati pulz spit k satelitu. Cas t2, za ktory
od prijatia pulzu prileti lietadlo ku zenitu, je potom

C—tsin —v(t +£)
2 Y= 2 5)

to = (Esingo— 1)
v

[ SIS

Po tpravach

13
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Uloha 16 ... rotujici elektrony 4 body

Danka si na praktiku hrala s barikou naplnénou argonem s nizkym tlakem, do které se vpoustél
kolimovany elektronovy svazek. Ten ionizoval argon, pri jehoz rekombinaci bylo mozné pozorovat
drahu elektronového svazku diky luminiscenci. Danka nastavila svazek tak, aby jeho draha
meéla tvar sroubovice o poloméru 5,00 cm s konstantnim stoupanim 5,00 cm. Urychlujici napéti
elektronu bylo 200 V. Jaka byla v tomto stavu velikost magneticka indukce v barice od vnéjsich
magnetii? Uvazujte, Ze v celém objemu baiiky je magneticka indukce konstantni a ma stejny
smeér.

Danka nékdy ddvno délala dlohu na praktika.

Pokud jsou elektrony urychlené napétim U, pak jejich celkovou rychlost dostaneme ze zakona
zachovani energie
1 5

Ue = Emev ,

2Ue
v=4/ .
Me

Tuto rychlost muzeme rozlozit do sméru rovnobézného se smérem magnetické indukee (ozn.: vy)
a do sméru kolmého k magnetické indukei (vy). Mdme zadané stoupani, tedy vzdalenost s, kte-
rou elektron urazi ve sméru x, zatimco opiSe kruznici v roviné kolmé na magnetickou indukci B.
Odtud plyne

2 2 2
VT =0 F Uy,
s 2R

Ve vy

kde R je polomér kruznice opsané v roviné kolmé na B. Odtud mutzeme dostat v, jako

v
1+ (525)°

Daéle vime, ze elektrony jsou v magnetickém poli zakrivovany podle vztahu

’Uy:

2
Bev, = Me \Wy) (vy)
Spojenim vyse uvedenych rovnic dostaneme
"o T _ e
e +(z=r e .
B =% _ 2 - on = 0,942mT.

“ T e ()’
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Uloha 17 ... pfevracena kadibudka 4 body

Foukalo a Kuba sel po pésince. Najednou uvidél prevracenou kadibudku a v tu ranu se zamyslel,
jak velké vétry jsou potreba na jeji prevraceni. Kadibudku aproximujte homogennim kvadrem
o vysce a = 244 cm, ¢tvercové zakladné o délce hrany b = 152cm a o hmotnosti m = 140kg;
koeficient odporu ma hodnotu C' = 1,05. Uvazujte, ze vitr fouka kolmo na jednu z boc¢nich stén
a osa rotace je pevné umisténa na hrané kadibudky dotykajici se zemé proti strané, na kterou
foukd vitr. Hustotu vzduchu uvazujte p = 1,225kg-m~>. Jakd je nejniZ3i potfebnd rychlost
vétru na to, aby se kadibudka zacala naklanét?

Jarda P. Sel na zdchod.

Nejprve urcime silu, kterou pusobi vzduch dopadajici na kadibudku. Ta je ddna zndmym
vzorcem

F, = %C,OS’UQ ,

kde S je efektivni plocha, coz je plocha, na kterou proud vzduchu dopadéa. Dédle mé kadibudka
hmotnost m. Tedy mame tihovou silu o velikosti

Fy =mg.

Elementy odporové sily ptisobi podél stény kadibudky; muzeme je vSsechny nahradit jedinou
ekvivalentni silou pusobici ve stfedu stény. Vektor této sily lze beze zmény jejiho pohybového
bude pusobit vodorovné s pudou, na které kadibudka stoji, zatimco tihova sila bude piusobit
vertikalné kolmo na ni. Sectenim obou sil dostaneme vyslednici.

o délce poloviny thlopticky. Uhlopiitkou zde nemyslime t&lesovou thlopiicku, ale hlopricku
obdélniku kolmého na osu rotace.

Rotaci kadibudky ovliviiuje slozka kolma na tuto spojnici, tedy na thlopricku. Bude-li tato
slozka bude mirit smérem k zemi, bude se kadibudka tlacit na zem. Pokud bude mitit opa¢nym
smérem, bude se kadibudka prevracet. Zlomovy bod, tedy bod, kdy prevraceni mize byt poprvé
mozné, nastava, kdyz je kolméa slozka vyslednice nulova, tedy kdyz je vyslednice rovnobézna
s thloprickou.

Uhel, ktery svird tihova sila a vyslednice, pojmenujme ¢. Z pfedchozich uvah vidime, 7e
bude mit tvar
F, %C’ pSv?
F, ™ mg

tg(p) = (2)

Uhlopficka svira s delsi hranou kadibudky thel 6, proto

tg(6) = = . (3)

Protoze hleddme zlomovy bod, polozime ¢ = 6. Nyni porovndme vztahy (E) a (E) Taky
dosadime pro S = ab, ¢imz ziskdvame rovnici ve tvaru
Cpabv? )

2mg a’
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Upravou dostaneme

v = 2mg =189m-s ',
Cpa?
Uloha 18 ... kosticka drasliku 4 body
Draslik *°K m4 polocdas rozpadu T = 1,3 - 10°let, pridemz pomoci piemény B~ prechdzi
s pravdépodobnosti 89 % na stabilni *°Ca a pomoci premény BT s pravdépodobnosti 11 %
na stabilni “°Ar. Jakou hmotnost by musela mit kostka “°K, aby dokdzala za t = 1,0rok

vytvorit dostatek argonu, ktery by vyplnil mistnost o rozmérech a = 5,0m, b = 10m, ¢ = 3,0m
s hustotou ééstic argonu p = 1,0 - 10%® m~3? Uvazujte, e se argon uvoliiuje z celého objemu.
Molérni hmotnost *°K je M = 40 g-mol .

David premgslel o tom, kolik bandni by ho udusilo.

Nejprve vypocteme, jaky pocet ¢astic N je obsazen v potfebné hmotnosti drasliku m
m
N =Njs—
AN

kde N4 je Avogadrova konstanta. Nyni vyuzijeme rozpadovy zdkon, abychom dostali pocet
Castic N, které se rozpadnou za dobu t.

_In2,
NT:N(I—e T )

Ve vzniklych ¢asticich jsou zahrnuty ¢astice vapniku i argonu, tudiz musime celkovy pocet
preménénych castic prendsobit pravdépodobnosti p vzniku argonu. Tim dostaneme pocet ¢éstic
argonu N 4., ktery se za cas t uvolni radioaktivnim rozpadem z drasliku. Jejich pocet musi byt
pro dosazeni pozadované hustoty roven

Nar = pabc.

Spojenim vyse uvedenych rovnic dostaneme
m _In2,
abc = pN —(176 T ) ,
p PINA i

odkud vyjadiime m
pabeM

ey =1,7-10"2%kg.
pNa (1—€7T)

m =

16
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Uloha 19 ... termodynamické kladky 4 body

Maéame ustdlenou situaci jako na obrazku. Obé nadoby s plynem jsou pevné uchyceny a je
v nich n = 1mol plynu o teploté T = 20°C, coz je zdrover teplota okoli, ve kterém je at-
mosftéricky tlak. Jaky je objem plynu ve spodnim pistu? Zanedbejte tihu vSeho kromé zavazi
o hmotnosti m = 2,5kg. Plochy z obrazku jsou: Si = 15cm?, So = 50cm?, S3 = 25 cm?.

mllls,

Lego kombinuje.

Najprv sa pozrieme na vrchni nddobu. KedZze zanebdvame tiaze, zanedbavame hydrostaticky
tlak plynu v nej, ¢ize tlak pri hornom pieste je rovny tlaku pri dolnom pieste. Z rovnovahy sil
na prvom lane vyplyva, ze tento tlak musi byt o

mg
App = —=,
P1 S,
mensi nez atmosféricky. Rovnaky rozdiel bude i pri dolnom, ¢ize sila, ktorou je druhy piest
tahany nahor je Fo» = mgS2/S1.
Téato sila tahd nahor voInu kladku, ktora tu silu rozdeli medzi dve strany lana, Cize piest
spodnej nadoby je tahany lanom nahor, a to silou F»/2. Samozrejme na piest posobi atmosfé-
ricky tlak, ¢ize tlak v pieste bude

_ 7& _ o mgSQ
P=Pa=5g =P 555,

Zostava dosadit do stavovej rovnice

T T .
v = MET ”ngsz =0,029m® = 291.
p Pa — 3573,

17
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Uloha 20 ... kolo na drats 5 bodu

Na roviné naklonéné od horizontdInimu sméru o 35° se nachdzi obru¢

o hmotnosti 1,3kg a priméru 73cm. Ta m4d na své ose soumérnosti hri-

del, okolo které se miize volné otacet. Hridel je pripojena pruzinou o tu-

hosti 2,5 N-m™!, kterd vede rovnobé&zné s rovinou smérem vzhiru. Pokud

obruc¢ vychylime z rovnovazné polohy smérem doli, s jakou periodou bude
kmitat? Uvazujte, Zze obruc¢ po roviné neprokluzuje.

Jarda v obchodé se suvenyry nasel skutecné unikatni kousek.

Tim, Ze kolo neprokluzuje, je mysleno, ze obvodové rychlost bodi na obvodu kola vuci jeho

vvey

v=wR,

kde w je thlova rychlost rotace kola a R jeho polomér. Pokud je tato podminka splnéna, tak se
kolo po povrchu vali a neprokluzuje.
Kineticka energie takového pohybu je kola je slozena z translacni a rotac¢ni slozky
1 1 1

_ 2 1o 2, 1 90 1 2
Ek—zmv +2Jw = 5mv +2me —2(2m)v ,

kam jsme dosadili za moment setrvac¢nosti obruce
2
J=mR".

Vidime, ze pti odvalovani se obru¢ chova jako hmotny bod, ale s efektivni dvojnadsobnou hmot-
nosti, protoze se ¢ast energie spotfebuje i na rota¢ni pohyb.

Perioda oscilaci hmotného bodu s hmotnosti m na pruziné o tuhosti £ nezavisi na sméru
vuéi tthovému poli. To se projevi jenom tim, jak se pruzina protdhne viuci své klidové délce.
Protoze je ale tato sila konstatni nezavisle na poloze a c¢asu, na frekvenci kmitani vliv nema.
Perioda kmitéani hmotného bodu je tedy

TbZQKQ/%.

Nase obru¢ ma pri valivém pohybu efektivni hmotnost 2m, coz stac¢i dosadit do této rovnice,
a dostavame vysledek tlohy

T =2r 2%”&6,4&

Uloha 21 ... &stice 4 body

Méme relativisticky protom, jehoz energii detektor zméril jako E = 5,12 - 107'° J. Jak velkd
musi byt magnetickd indukce B, aby méla trajektorie ¢astice polomér zakiiveni R = 1,11m?
Vitek zaslechl, Ze se moznd vyhne Praktiku IV.

Pro energii relativistické ¢dstice muzeme psat

2 2
E =mc” =ymoc”,

18
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kde « je Lorenzuv faktor a mo je klidovd hmotnost ¢astice. Magnetické pole zaktivuje trajektorii
protonu, proto piseme rovnost magnetické sily a sily odstredivé jako

2

v
F, = cho'yf
=qBv,,
_ mo7yv.L
ar
Rychlost v, nasledné ziskdme z nasledujici rovnice
m062

E =moyc® = ————
v 2

2.4
v =ct]1 - T
L B2

Vztah pro rychlost dosadime do vztahu pro indukci magnetického pole a ziskdme

1
B E 1 mict\ 2
qRc E? ’

Po dosazeni ¢iselnych hodnot ziskdme, ze B = 9,18 T.

Uloha 22 ... modifikovana sluneéni soustava 5 bodt
Predstavme si, ze by Slunce mélo teplotu T> = 8 000 K. O kolik procent by se musela prodlouzit
perioda obéhu Jupitera, aby na néj dopadal stejny vykon, jako je tomu nyni? Drahu Jupitera
kolem Slunce miizete povazovat za kruhovou. Dale predpokladejte, Ze ostatni parametry Slunce
zuistanou zachovany.

Danka se snazila vymyslet zajimavou ulohu.

Vykon Slunce L muzeme urcit ze Stefan-Boltzmannova zakona

L= 4‘[th UTé1 ,
kde Rs znac¢i polomér Slunce, o je Stefan-Boltzmannova konstanta a Ts je teplota Slunce.
Z tohoto vykonu dopadne na povrch Jupiteru vykon

L
= —=n
4nR2
kde R, je vzdélenost Slunce a Jupiteru a Rj je polomér Jupiteru. Z toho, ze dopadajici vykon

pri pavodni a nové teploté musi byt rovny, dostaneme, jakd musi byt nova vzdalenost Jupiteru
od Slunce Ry

PJ R§7

4nR3oTy o  AnRZ20TY
Rz MO = g
T3
RN — T712R0 )
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kde Ti je puvodni teplota Slunce a Ry je puvodni vzdélenost Jupiteru od Slunce. Puvodni
teplotu Slunce bychom si mohli dohledat (sama o sobé neni zaddna v konstantovniku), ale
v konstantovniku je zadan stfedni zafivy vykon Slunce L, z néhoz muzeme Ts dopocitat

podle vztahu vyse
Lo
Th=|—— =5772 K.
! (47{R§a>

Déle vyuzijeme rovnost gravita¢ni a odstredivé sily, kterd plyne z toho, Ze Jupiter obihd
kolem Slunce po kruhové trajektorii

W=

MsM;
R2

Ms je hmotnost Slunce, M; hmotnost Jupiteru a ¢ je perioda obéhu Jupiteru, kterou mizeme

z této rovnice vyjadrit
f 42 R3
-~V GMsM;°

Nyni zbyva pouze urcit pomér ptvodni a nové periody

RB 3
I _ %:2@:2,66.
to R} T

Perioda obéhu Jupiteru by se tedy musela prodlouzit o 166 procent. Prvni rovnost v rovnici
vyse je vlastné 3. Kepleruv zakon, ktery jsme timto postupem odvodili pro kruhovou trajektrii
(byt jeho platnost je obecnéjsi), tedy stacilo do n&j dosadit.

G

47?2
= 5 Ro,

Uloha 23 ... harmonické t¥eni 5 bodu

Jak je znamo, nerovnosti dotykajicich se povrchii mezi nimi zpusobuji treni. Za velmi jed-
noduchy jednorozmérny model takového povrchu miizeme povazovat graf harmonické funkce
s periodou d = 20,0um a amplitudou h = 1,00um. PriloZime-li dva takové stejné ,povrchy*
k sobé, zaklesnou do sebe tak, ze budou kopirovat stejnou krivku. Urcete koeficient statické-
ho treni takového systému, tedy pomér F/F, horizontdlni sily F' piisobici na horni téleso, pri
které se systém da do trvalého pohybu, a sily Fy, kterou tlacime na horni téleso smérem dolii.
Spodni téleso je pevné prichyceno a nepohybuje se. Modelové povrchy jsou dokonale hladké.

Kuba chtel vymyslet jednoduchy model trent.

Najprv sa zamyslime nad podobnou, avsak trosku jednoduchsou tlohou. Namiesto sinusoidy
uvazujme zibky, ktoré s vodorovnou osou zvieraji uhol « (Obr. P).

Ak na zibky pdsobi horizontédlna sila F' a teleso sa nehybe, vyslednica sily F' a sily, ktorou
na nu pdsobia zibky, musi byt rovnd nule. Zo symetrie ziibkov vyplyva, ze kazdy zibok pdsobi
horizontalnou silou

kde N je pocet uvazovanych ziibkov. Ked sa teleso zacne pohybovat, tak v limitnom pripade
to bude v smere zibku (Obr. E) Priemet sily F1 do tohto smeru je

F
F :Flcosazﬁcosoz.
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Obrazek 2: Dva zubkovité povrchy.

Proti tejto sile pdsobi normélovi sila, ktora pritlaca teleso dolu. Ak na teleso posobi normélova
sila F,,, tak na kazdy zibok pésobi sila F» = F,,/N. Priemet sily F> do smeru spddu zubku je

F, .
F, =Fsina= Wsma.

Povrchy medzi ziibkami povazujeme za dokonalo hladké, preto v limitnom pripade déjde k po-
hybu ak

F-=F,,
cosa = Fu sin «
N - N ’
z ¢oho dostavame koeficient trenia P
= — =tga.
u F, g

Teraz sa presunieme k povodnej tlohe. Interakcia dvoch povrchov prebieha v mieste ich dotyku
a je realizovana cez vztyénu plochu, ktord je kolmé na obidva povrchy, a prechddza miestom
dotyku. Menej formélne, ak chceme pracovat so silami, ktorymi na seba vzidjomne posobia
dve telesd, tak si nakreslime doty¢nicu v bode ich dotyku a dalej uz pracujeme so silami cez
nu. A to je presne to, ¢o sme riesili doteraz — tie ziibky z prvej Casti vzorového rieSenia st
vlastne dotyc¢nice v mieste dotyku. Najmensia horizontalna sila, ktorou musi byt tahané teleso,
aby sa zacalo pohybovat; musi byt dostatocnd, aby prekonala ,trenie kazdého zibka.* Kedze
koeficient trenia rastie s uhlom «, tak hladdme na uvazovanej sinusoide ,,ztibok® s najvacsim
uhlom «, inymi slovami, hladdme dotycnicu s najva¢sou smernicou.
Uvazujme sinusoidu zo zadania, pre ktora plati

y = hsin (27:2) , (4)

kde y je vertikdlna vychylka, = je horizontalna stradnica a d je podla zadania vinova dizka.
Na urcenie smernice doty¢nice pre rozne hodnoty z zderivujeme rovnicu ({), ¢im dostaneme

d 2nh x
tg (a(z)) = £ =~ cos (2113) .

Obor hodnét funkcie kosinus je interval (—1,1), preto maximélna hodnota trenia bude pre

cos (2rnz/d) = 1, ¢o nastéva napriklad pre = 0. Koeficient trenia uvazovanych povrchov je

potom

2nh .
= — =0,314.
1% d )
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Uloha 24 ... napjaté kmitani 5 bodu

Terka si hrala s deskovym kondenzatorem, ktery je sloZzen ze dvou rovnobéznych kovovych
desek, které jsou od sebe vzdalené d = 10,0 cm a mezi kterymi je napéti U = 200V, kdyz vtom
Jji do kondenzatoru spadla nausnice. Napjaté se podivala a vsimla si zajimavého jevu, nausnice
zacala preskakovat z jedné desky na druhou.

Jaka bude ustalend frekvence téchto kmiti? Kazda z desek kondenzatoru ma plochu S =

= 1,00 m?%. Uvazujte, Ze ndusnice je kulicka s polomérem a = 2,00 mm a hmotnosti m = 0,15 g.

Narazy nausnice do plochy kondenzatoru mayji koeficient restituce = 0,98. Pri doteku s deskou
se kulicka nabije ndbojem q = +4,45 - 10~ C. Vliv gravitaéni sily na zrychleni neuvazujte.

Davidovi chybi méreni v laboratori.

Energie, kterou kulicka dostane pfi cesté z jedné desky na druhou, odpovida

1 2
AEkin:quimv(Q) = vo:”%.

Odtud uréime vo jako rychlost odpovidajici prirustku energie. Tato predstava nidm pomuze
s dalsimi vypocty. Kdyz kulicka narazi na druhou desku, ¢ast kinetické energie se preméni na
teplo. V rovnovazném stavu tedy plati

. 1/2mv§ + AFEgin - > D)
eEN T g Ve

kde va je rychlost tésné po odrazu. Dalsi ipravou pak dostaneme

v2 B

vo /1 — B2
Urceme nejprve cas 7, za ktery se kulicka dostane od jedné desky k druhé, tedy urazi vzdéle-

nost d — 2a
d—2a:5:v2—|—v2/ﬁ o r—9 d—2a ‘
T 2 v2+v2/,6

Z toho ur¢ime frekvenci f jako

jo Ll _vtw/B_ w \/1+5_ \/QUQ/m\/lJ“ﬂ;o,z&Hz.

27 4(d—2a) 4(d—-2a)\1-p  4(d—2a)\ 1-8

Uloha 25 ... bizarni jojo dobrodruzstvi 5 bodul

Jojo je tvorené dvéma valci o poloméru R spojenymi malym valeckem o poloméru r. Pomér
mezi R ar je q= 3,00. Vsechny t1i vdlce jsou stejné tlusté a homogenni ze stejného materialu.
Na malém véalecku je navinuto nehmotné, nekonecné tenké lanko o délce L = 1,25 m, na konci
vinuti je lanko k valecku pevné upevnéno. Kdyz jojo pustime a nechame volné odvijet, za jakou
dobu T se vrati do puvodni pozice? Uvazujte, ze v moment vypousténi je tecna k volnému
konci provazku svisla. Déle uvazujte, ze r < L a ze tedy mizeme zanedbat jevy v bodé obratu
pohybu joja. Petr brainstormouval ilohy.
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Nejprve kratky komentar k rozebiranému pohybu. V prvni fazi jojo sjede doli na konec lanka

tak, ze provazek bude stale viset tecné k joju. Poté si mizeme predstavit, ze se jojo jako kyvadlo
zhoupne okolo dolniho konce o tihel © na druhou stranu provazku. Ve treti fazi pohybu pak po
druhé strané provazku vyjede az zpét nahoru. Vzhledem k tomu, Ze prvni a tieti fize trvaji
stejné dlouho a Ze druhou fdzi zanedbdvame, mizeme fesit jen ¢as 7/2 potfebny k sestupu dolu
a celkovy Cas T ziskdme vynasobenim dvéma.

Na jojo pusobi tihové sila F' = mg a napétovd sila od lanka —T (jako kladny smér ptisobeni
sil si volime ten ve sméru dolt). Pro jojo tak mizeme napsat pohybovou rovnici

mg — 1T =ma,

kde a je zrychleni, se kterym se jojo bude pohybovat doli. Na jojo vsak také pusobi nenulovy
celkovy moment sil a dle druhé impulsové véty plati

M=cJ,

kde € je ihlové zrychleni otaceni joja a J je jeho moment setrvacnosti. My si jako referencni
bod pro momenty sily prirozené zvolime osu joja, diky ¢emuz muzeme psat M = Tr. Oznacime-
-li si dhel, o ktery se jojo od zacatku pohybu otocilo jako ¢, ziejmé plati ¢ = ¢ a z druhé
impulsové véty ziskavame jednoduchou diferencidlni rovnici, kterou jednoduse vyresime dvojim
zintegrovanim
Tr _Tr

b= =4 t )
© 7 = @ 27 +cat+c2

Kdyz si uvédomime, ze na pocatku ma jojo nulové pootocCeni a nulovou thlovou rychlost
otaceni, koeficienty c1, ce vypadnou a plati jednoduse
Tr 2
=,
LY
Uvazme nyni, o jaké ¢max se jojo pootoci, nez doputuje na konec lanka L. Jednoduchou
tvahou si miuzeme odvodit, Zze to bude 2rn ndsobek poméru délky lanka L a obvodu mensiho
valecku, tedy
L L
max — 2n— = —.
s 2nr T

Pootoceni ¢max pritom jojo dosédhne, kdyz dojede na konec lanka, tedy za dobu 7/2. To
nam dava rovnici

L o Tr 2
r o 8J
Z ni si mizeme vyjadrit dosud neznadmou napétovou silu T°
_8JL
272’
a dosadit ji do pohybové rovnice
_8JL _

=ma.

mg
272
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Protoze se jojo pohybuje rovnomérné zrychlenym pfimocarym pohybem, plati

1 72
—a— =1L.
2974
7 toho muzeme vyjadrit zrychleni a a také ho dosadit ho do pohybové rovnice. Tedy jsme

eliminovali témér vsechny nezndmé a mame rovnici

_8JL _ 8mL

2 i

r2712 T

T=2 % 1+ JQ-
\/ g mr

Nyni ndm zbyva posledni krok a to je vyjadfeni momentu setrvacnosti J. Pro moment
setrvacnosti j valce o poloméru r’ a hmotnosti m’ plati

apravou z ni dostavame

j — 7ml7"/2 .
2
Nase jojo je slepenina ti{ vdlcu. Nicméné, protoze se vélce otaci okolo stejné osy, bude celkovy
moment setrvacnosti J dan jednoduchym souctem jednotlivych momentu setrvacnosti malého
valecku J, a velkych valcu Jg. Oznacime-li si hmotnost malého védlecku jako p a hmotnost

jednoho velkého vélce jako M, plati
2, 1 9
J=MR"+ ST
Protoze jsou valce homogenni a maji stejnou tloustku, je pomér jejich hmotnosti roven
pomérum obsaht jejich podstavy. Mame tedy

M_R_ .

woorr

Zaroven plati 2M + p = m. Vyuzitim této a pfedchozi rovnice mame

__&’m
T 22417

Dosazenim do vztahu pro J pak mame

1 (2¢"+1 2
J—2<2q2+1>mr .

A dozenim do rovnice pro 7 dostéavame jako findlni vysledek
[2L 12¢*+1 .
=24/—4/1+ = =2,32s.
T g + 222 +1 328
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Komentar k zanedbani asu k obratu joja

Podle zadani jsme v feseni zanedbali cas, ktery jojo potfebuje k tomu, aby se pred svym vy-
stupem zpét nahoru jako kyvadlo zhouplo okolo dolniho konce provazku. Ukazme si, pro¢ je
zanedban{ tohoto éasu (oznaéme ho t') rozumny pfedpoklad.

Precizni analyticky rozbor tohoto pohybu je nemozny, nebot se jednad o fyzické kyvadlo
s velkou vychylkou — konkrétné s vychylkou n/2. Udélame si tedy alespon pro ¢as potfebny
k zhoupnuti néjaky rozumny odhad. Ozna¢me si tthlovou rychlost, kterou bude mit jojo na
konci svého sestupu jako w. Oznacime-li si primérnou thlovou rychlost, kterou bude mit jojo
pri svém zhoupnuti jako 2, mizeme si celkem jednoduse rozmyslet, ze plati

T_ T
Q " w’

Vyjadifme-li si w = v/r, kde v = ar/2 a a = 8L /7%, dostédvime

Q>w = t' =

Ze zadani mdme r < L, tedy r/L je malé. Z horniho odhadu dostdvdme t' < 7 a tedy nas
pocéatecni predpoklad byl spravny.

Uloha 26 ... padajici &tverec 5 bodu

Velmi dlouhou vertikdlné orientovanou tyc¢i o zanedbatelném priiméru tece smérem vzhiiru
proud I = 1,7 A. Symetricky kolem tyce umistime tenky vodivy ¢tverec o strané a = 15cm
a délkovém odporu A = 230mQ-m~' a hmotnosti 12g a pustime ho. Jaké rychlosti dosdhne
¢tverec po case 7,5s?

Jarda se snazi zaridit, aby mu prestaly padat véci.

Proud prochazejiic vertikdlni tyci vytvari kolem sebe magnetické pole. Jeho siloCary jsou te¢né
k soustfednym kruznicim, v jejichZ stfedu je umisténa tyc¢ a lezi v roviné kolmé na ni. Velikost
magnetické indukce pole ve vzdalenosti r od tyce je

pol
B=—
2nr
kde po je permeabilita vakua (prostfedi) a I je proud v ty¢i. Kdyz ¢tverec padd timto polem,
tak se pohybuje v daném magnetickém poli. Ze zdkona elektromagnetické indukce se po jeho

délce indukuje napéti
U= 7{ Bivdl,

kde B, je slozka magnetického pole kolma v daném misté na kousek strany ctverce o délce dl
a v je rychlost ¢tverece vici tyci. V rovnici vystupuje kiivkovy integrdl po celé délce obvodu
Ctverce.

Vysledek tohoto integralu je ale nulovy. Na jedné strané ¢tverce mé kolma slozka vektoru
magentické indukce smér jak ven ze Ctverce, tak dovnitf, a to vidy symetricky vici stiedu
dané strany. Jednotlivé prispévky se tedy vzajemné vyrusi. Celkové se zadné napéti na ctverci
neindukuje a celd situace je stejna, jako kdyby v ty¢i zddny proud netekl.
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Ctverec tak pada s konstantnim tfhovym zrychlenim g. Jeho rychlost po ¢ase t = 7,55 tak

je
v = gt = 74m-s'.

Jiny pristup by uvazoval zménu toku magnetického pole uvnitt ¢tverce. Protoze smér mag-
netického pole je vzdy v roviné ctverce, je tok pole ¢tvercem nulovy, a tedy i jeho casova
derivace je nulova. Na ¢tverci se tedy neindukuje zddné napéti a magnetiké pole na jeho pohyb
tedy nema vliv.

Uloha 27 ... ion thrust engine 4 body

V soucasné dobé se pracuje s konceptem vesmirného motoru, ktery urychluje raketu vystre-
lovanim plazmy urychlené na relativistické rychlosti. Uvazujme, Ze mame raketu o celkové
hmotnosti 100t, kterou urychlujeme vystrelovinim protont. Kazdy proton ma celkovou ener-
gii 1 TeV a z rakety vyletuje 1,0 - 1072 mol protont za sekundu. Za jak dlouho takto urychlime
raketu na rychlost 100 km/s? Pfedpoklddejte, Ze je hmotnost rakety po celou dobu urychlovani
priblizné konstantni. Jirka poslouchal zajimavy podcast.

Oznaéme v = nN, pocet vyletujicich protonti za sekundu, kde n = 1073 mol -s™! a N, je
Avogadrova konstanta. Za dobu At potom z rakety vyleti urychlené protony o celkové hybnosti

Ap = p1vAt,

kde p1 je hybnost jednoho protonu, kterou spocitame za chvili. Ze zdkona zachovani hybnosti
pak vime, ze za dobu At raketa ziska stejnou hybnost Ap, coz odpovidéd pusobici sile
Ap

F:E:Vpl.

Hybnost jednoho protonu p; spocitame z relativistického vzorce
E® = Ej +pic”
kde Eo = 938 MeV je klidova energie potonu. Vidime, Ze je mnohem mensi nez celkova energie
protonu 1TeV. Proto ji mizeme zanedbat a vyjadrit hybnost jako

p1r=—.
c

Dodejme, ze pri vypoctu hybnosti budeme muset prevadét jednotky. To Ize udélat snadno
pomoci prevodniho vztahu
1leV =1,602- 1077,
ktery vychazi z velikosti elementarniho ndboje e. Zbyva vyjadrit dobu zrychlovani. Na raketu
puisobi konstantnf{ sila a podle zaddn{ mame zanedbat zmény hmotnosti rakety (z doby zrychlo-
vani uvidime, Ze je to rozumny pfedpoklad), tedy madme konstantni zrychleni. Doba zrychlovini
proto je
v mu

a F’
kde m = 100t je hmotnost rakety. Po dosazeni prechozich mezivysledki mame

muvc
t =

= =3,1-10*s =8,6h.
NiE 3,1-107s = 8,6
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Uloha 28 ... akéni scéna s motorkou a kamionem 5 bodu

Kvédr o hmotnosti M = 123kg jede bez treni stdlou rychlosti v = 7,35m-s~* po vodorovné
podlozce. Na kvéadru je vdlec o hmotnosti m = 11,0kg, ktery se kutdlf rychlost{ u = 2,23 m-s~"
vici kvadru ve sméru pohybu kvadru. Z kvadru tedy po chvili spadne a zacne se také pohybovat
po roviné, pricemz uvazujte, ze rychlost ve svislém sméru se pri dopadu absorbuje. Za jak dlouho
po dopadu se vélec s kvadrem srazi? Uvazujte, Ze jejich vzajemna vzdalenost v okamziku dopadu
byla zanedbatelna. Koeficient smykového treni mezi vilcem a rovinou je f = 0,278.

Vasek uz zacind navrhovat ulohy.

valec pohyboval pomaleji nez v, takze ho kvadr dojede.
Protoze obvodova rychlost bodiu na okraji vilce vici jeho stiedu neni stejnd jako rychlost

véalce, takze pro jeho rychlost plati
vw=ut+v—at=u+v—gft,

kde a = F/m je zrychleni, se kterym valec zpomaluje. Zaroven ale tato sila ptisob{ momentem
sily a roztaci vdlec na vyssi tthlovou rychlost. Plati

M = Fr=Je,

kde M je moment sily, r je polomér vilce a tedy i rameno sily, J = ms? /2 je moment setrvaénosti
valce vzhledem k rotac¢ni ose a ¢ je uhlové zrychleni, se kterym se valec roztac¢i. Pro thlovou
rychlost plati

w=wo +e€t.

Jakmile se vilec roztoc¢i na takovou thlovou rychlost, Ze jeho obvodové body budou rotovat
stejnou rychlosti, s jakou se pohybuje stfed valce, tak tieci sila prestane piisobit a valec bude
pokracovat v rovnomérném piimocarém pohybu. Najdeme tedy Cas, ve kterém se to stane.
Tehdy plati

wr =wor +etr=u+v—gft = T= 2 =0,898s,
39f
kde jsme vyuzili wor = u a predchozich vztahi.

Aby kvadr vélec viubec dohonil, musi byt kone¢né rychlost védlce nizsi nez rychlost kvadru,

tedy

2v
U>u+v—gf7':u+€ = v>3u.

Dosazenim hodnot ze zadéni si ovérime, Ze opravdu toto plati a Ze ke srazce dojde.
Nyni uréime polohu vélce i kvaddru vici zemi v zévislosti na ¢ase, kdy valec z kvadru spadnul.
Ozna¢me souradnici tohoto mista jako x = 0. Pak pro polohu kvadru plati

xrx = vt.
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poté s konstantni rychlosti. Pii zpomalovani urazi vzdalenost

s = (v )7 - gafr® = HEER),

a dal je tedy jeho poloha dana jako

zv=zvi+ (u+tv—gfr)(t—71).
Nyni uz ndm zbyva najit jenom cas ts, ve kterém je souradnice obou objektu stejnd, takze
hledame feseni rovnice

Ty = Tv,

vts = Tvi +(U+U*gf7)(ts 77—) ?

. w1 —T(u+v—gf7)

gft—u
6u—+5
et~ ey (vt %)
ts = ) )
U
2
v 1 .
te = —— = 5,00s.
18gf 5 —u °
Uloha 29 ... zatacka na vodé 6 bodu

Uvazujme lodku o hmotnosti m = 900kg tvaru kvddru, kterd ma délku a = 4,0m, sitku b =
= 1,2m a vysku ¢ = 80cm. Lodka je pohdnéna lodnim sroubem, ktery ma pri plném vykonu
moment hybnosti o L = 400J-s, ktery miri smérem k pridi. Na vodni hladiné lodka zataci
ithlovou rychlosti 10°-s™' doprava. Jaky tihel pii tomto manévru svird hladina s palubou?

stredu. Jarda by chtel létat na velbloudu.

Moment hybnosti lodniho Sroubu diky pevnému uchyceni v konstrukci lodi mit{ vzdy od zadi
k pridi ve vodorovné roviné. Kdyz lod zataci, nemusi se sice ménit velikost tohoto momentu
hybnosti, ale méni se jeho smér v inercialni vztazné soustavé. Abychom ménili moment hybnosti
v inercidlni vztazné soustavé, musime pusobit vnéjsim momentem sil podle vztahu

_dL
Todt
Pouzijme analogii se zménou vektoru rychlosti v pfi rovnomérném pohybu hmotného bodu
po kruznici. Zde pro zrychleni a plati

a=—=wxXvV, (5)
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kde w je vektor thlové rychlosti. V inercidlni vztazné soustavé vektor v rotuje okolo rotacni
osy, v rotujici vztazné soustavé ovsem zustava v klidu. Dostredivé zrychleni a musi byt zpro-
stfedkovano néjakou vnéjsi vazbou. Podobné, vektor momentu hybnosti se v rotujici vztazné
soustavé spojené s lodkou neméni. Moment sily M je tudiz analogem zrychleni a z rovnice (f)
a moment hybnosti L lodniho sroubu je analogem rychlosti v. Zavedenim vektoru rychlosti
zatéceni lodky £2 mizeme zapsat zménu momentu hybnosti jako

M, =02 xL.

Protoze vektor €2 ptisobi kolmo k hladiné a vektor L od zadi k pridi, vektor momentu sil M,
mé smér kolmo k boku lodi, ¢imz ji na hladiné naklani. Jeho smér mizeme urcit pravidlem
Zukovského: Je-li setrvaénik (v nasem piipadé lodni §roub) nucen vykondvat precesni pohyb,
pak vznikd gyroskopicky moment, ktery se snazi nejkratsi cestou otocit osu rotace setrva¢niku do
sméru osy vnuceného pohybu® Pii zatdceni doprava miti vektor tthlové rychlosti pod hladinu.
Kdyz moment hybnosti mifi k pridi, tak pro jeho otoceni smérem pod hladinu se musi vice
potopit prid lodky. Pii zataceni tak bude zad lodky vyse nez jeji prid, znaménko thlu tedy
bude podle zadani zdporné. Musime jesté najit jeho hodnotu.

Gyroskopicky moment naklapéjici prid lodky do vody bude vyrovnan reakénim momentem.
Nyni tedy musime zjistit, jaky moment sil vyvola naklopeni lodky o thel a. Uvazujme, ze tento
ponofené ¢asti a jeji velikosti. V nenaklopeném stavu je hloubka ponoru lodky h (vzdalenost
dna lodky od hladiny vody o hustoté p)

Vpg=mg = h:Z:ﬂ7
ab  pab
a plsobisté této sily se nachdzi uprostied ponotené ¢asti, tedy ve vzdélenosti h/2 nad dnem.
Lodka se otaci kolem bodu, ktery lezi na jeji ose symetrie, ale zdroven je na hladiné vody.
Velikost ponotené ¢asti lodky se némeni, protoze pordd pusobi stejnd velikost sil, ale méni se
jejich rozlozeni, které vytvari moment sil. Moment sily od tihové sily je

c h
My= £ (5-3)

Zaroven je na jedné strané potopena vétsi ¢ast lodky, konkrétné se jedna o pravouhly troj-
thelnik o odvésnach a/2 a (a/2) tg a. Protoze oekdvame pouze malé naklopeni, tak je pramét

_2a
=33
od osy otaceni a velikost sily
F la Sab
1= 299 P9
coz vytvari moment sily
3
a
My = Fip1 = abpg— .
1 1p1 = abpg 21

LPravidlo prevzato z http://fyzikalniolympiada.cz/texty/setrv.pdf.
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Stejnym momentem sily pusobi i vynofend trojihelnikova ¢ast, protoze tam zase vztlakova
sfla chybi. V celkovém momentu proto budeme pocitat s 2M;. Pro lepsi predstavu vypoctu
celé situace odkazujeme Ctendfe na text k Fyzikdlni olympiddé, dostupny na adrese http:
//fyzikalniolympiada.cz/texty/kapaliny.pdf.

Vysledny moment sil tak je

3
M:2M1—Mg:abpgai_mg(f_ﬁ)a:

Tento moment sil nyni miazeme porovnat s momentem sil, ktery je zapotiebi pro zménu
sméru momentu hybnosti lodniho sroubu, a dostavame hledany thel

M. =M = a-= 0L

g (%af’bp — mc + %)

=0,067°.

Jako vysledek musime dle sméru jednotlivych vektort uvést zdpornou hodnotu, tedy a =
= —0,067°.

Jako zajimavost mizeme zminit, ze stejny fyzikalni jev stél za povéstnou obratnosti stihacich
letount Sopwith Camel z prvni svétové vilky. Rota¢ni motor nesl velky moment hybnosti. Pfi
pravotocivé zatdcce se nos letadla stlacil dolu, ¢imz letadlo nabralo rychlost a urychlilo zataceni.
Naopak pri levotoc¢ivé zatacce se nos naklopil nahoru a zatdceni doleva bylo pomalé. Zkuseni
piloti toho dokéazali vyuzit v soubojich.

Uloha 30 ... let za Sluncem 5 bodu

Je 6.10 rdno, Danka sedi v letadle a prave vzléta z prazského letisté primo na vychod. Letadlo
stoupd pod tthlem 30 ° rychlosti 300 km-h~. Vychod Slunce v Praze v ten den m4 nastat v 6.38,
ale Danka ho z letadla uvidi drive. Po kolika minutdch po vzlétnuti uvidi Danka vychod Slunce?
Pro potreby této iilohy byla Praha presunuta na rovnik a Danka letéla v den rovnodennosti.
Predpokladejte, ze Zemé je dokonale kulata, den ma 24 hodin a zanedbejte otaceni Zemé okolo
Slunce.

Danka uz nékolikrdt zazila drivéjsi vychod Slunce diky létdnd.

Cely problém si prevedeme do Teci analytické geometrie. Predstavme si kartézské osy x a y
tak, ze jejich prusecik (bod [0,0]) je ve stfedu Zemé. Zemé je v tento moment tedy kruznice
s polomérem R popsdna rovnici:

2* +4y° = R,
zaroven si osy natoc¢ime tak, aby Praha byla pfesné na ose y, tedy souradnice Prahy v case to
(6:10 réno) jsou P[0, R].
Nyni si popiseme paprsek Slunce, ktery predstavuje svitani. Tento paprsek je vlastné jen tec-
nou k Zemi, kterd vede pravé tim bodem, kde na povrchu zac¢ind svitat. Tecnu ke kruznici
bodem T [z, yo] mizeme analyticky popsat jako (V' [m,n] je stfed kruznice):

(& —m)(wo —m) + (y — n)(yo —n) = R,
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pro nas tedy bude pouze:

(@) (o) + (y)(yo) = R*.
Nase zo a yo budou v kazdy cas mista, kde na Zemi pravé svitd. Tato mista na kruznici se
daji jednoduse popsat pomoci thlu od osy y. Vime, ze v 6:38 bude toto misto pravé v bodé
P [0, R], proto nyni bude na misté vzdaleném o thel, ktery odpovida 28 minutdm pohybu Slunce
(At =tp — to, kde tp je Cas kdy svitd v Praze a to je aktudlni ¢as). To se pohybuje rychlosti:

2n

-1
24 rad - hod™ ",

w =

thel mezi mistem kde aktualné svita a Prahou je tedy:

Toto misto samozfejmé lezi na kruznici a jeho kartézské souradnice potom lze snadno vyjadrit
z pravouhlého trojuhelniku jako:

o1 = RSiH(Lp) ,

yo1 = Rcos(y) .

Uhel mezi Prahou a mistem, kde svitd se viak bude ¢asem zmengovat, jak se bude Slunce
pohybovat. Protoze thel se vzdy zmensi o pravé uhlovou rychlost, dostaneme casovou zavislost
pro polohy obou bodu jako:

o = Rsin(p — wt),

yo = Rcos(p — wt).
Nyni si jesté najdeme polohu letadla. Letadlo vyléta v ¢ase to z bodu P [0, R], rychlosti v =
= 300km -h™! pod tihlem 30°. Z pravoiihlého trojihelniku tedy miZeme jeho polohu v ¢ase
popsat jako:

x = cos(30°)vt

y = R+ sin(30°)vt .
Nyni stac¢i najit, kdy bude bod popisujici letadlo, lezet na tecné, kterou tvofi paprsky svitani.
To nastane tehdy, kdyz bude letadlo lezet na primce tecny, tedy kdyz budou body xo, yo,x a y
spliiovat rovnici te¢ny. Dosazenim vSech nasich ¢asovych vyvoju dostaneme:

R? = Rsin (¢ — wt) (cos (30°) vt) + Rcos (¢ — wt) (R + sin (30°) vt) =
= Rsin (At - w — wt) (cos (30°) vt) + Rcos (At - w — wt) (R + sin (30°) vt) .

tuto rovnici bychom analyticky tesili jen tézko, proto ji muZeme feSit numericky. My jsme
odecetli &len R? a v programu Geogebra (obr. ) jsme si feSeni vykreslili jako funkei ¢ a hledali
prusecéik s horizontalni osou (rovnéz mizeme vSak pouzit libovolny program na feseni rovnic).
Jediny, ktery mél fyzikdlni vyznam (nebyl zdporny a jeho hodnota byla mensi nez %, protoze

to je Cas, kdy bychom vidéli vychod Slunce v Praze) byl ¢t ~ 0,1376h = 8,3 min. Danka tedy
uvidi vychod Slunce po priblizné 8 minutich letu, tedy v 6:18.
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R = 6378 CaY
0.09
D=24
0.04
ra=2mw
=6.2831853071796 = 0.03

vl = cos(307)

0.02
= 0.8660254037844

v2(x) = 0.5 : 0.01
ra
vV = =
D 019 0n 012 013 014 015
Prisecik
=0.2617993877991 E (0.1376450333664, 0)
-0.01
ral = Végs
-0.02
=0.1221730476396 m
. 2 —0.03
f(x) = R sin(ra0 —v x)- 300 v1 x+ R cos(ra0 — v x) (R+ 300 v2(x) x) — R
= 6378 sin(0.1221730476396 — 0.2617993877991 x) - 300 - 0.8660254037844 x + ¢ looa

Obrazek 3: Numerické feseni rovnice z programu Geogebra

Uloha 31 ... proud plynu 5 bodu

Uvazujte valecek o poloméru r = 3,00mm a vys-

ce h = 5,00 mm, ktery se miize otacet kolem své osy
symetrie. Smérem k valecku pustime plyn tak, ze ¢as-
tice dopadaji pouze na jednu polovinu valecku. Dru- -

h& polovina je zakrytd (rozhrani mezi polovinami je
rovina, ve které lezi osa symetrie valecku, viz. ob-
rézek). Vilecek se roztoci na frekvenci f = 65,0 Hz.
Uvazujme, Ze z druhé strany na valecek nic nedopa-
da. Na jeho otaceni pitisobi odporové sily s momen- 7
tem M = 2,00 - 107° N-m tak, Ze pii ndrazu zméni molekula plynu svou rychlost na rychlost
plasté valecku v daném bodé a plyn proudi homogenné v priirezu, ve kterém zasdhne véle-
cek. Jaké latkové mnozstvi plynu dopadd na védlecek (v mol za sekundu)? Plyn je argon a m&
objemovou koncentraci ¢ = 2,00 - 10"* mol - m 3.

Jarda ve volném case rdd ostreluje ruzné predméty plynem.

Oznacme si rychlost ¢astic pred ndrazom v. Ked ¢astica zasiahne val¢ek v kolmej vzdialenosti x
od osi, potom moment hybnosti, ktory predd valceku bude

AL = muvz — 2nfmr?,

kde m je hmotnost molekidl. Prvy clen je v absolitnej hodnote moment hybnosti, ktord mala
molekula voci osi valcéeka pred zrazkou, druhy c¢len je moment hybnosti po zrézke, a preto z ich
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rozdielu dostaneme moment hybnosti predanej val¢eku. VSimnime si, ze pre niektoré molekuly
mbze byt AL < 0 (napriklad pre molekuly, ktoré trafia predok valéeku, a teda pre ktoré z = 0
uréite bude AL < 0), a v tom pripade molekuly valcek len brzdia (¢o ddva zmysel).

Ak je prid molekil homogénny v danom priereze, potom vsetky d € (0,7) st rovnako
pravdepodobné, ¢ize maji pravdepodobnostnd hustotu 1/r. Tym pddom priemernd molekula
predd moment hybnosti

= 1" 1
AL = - / (mvz — 2nfmr?) de = 5Mmur — 2nfmr® .
0

(Toto véazne nebolo treba integrovat, stacilo si uvedomit, Ze druhy ¢len je konStantny a prvy
¢len bude mat "tazisko” v r/2.)
Zadanie sa nas pyta na to, kolko mélov molekil za sekundu zasiahne valéek. Oznac¢me si tiito

neznadmu n. Potom moment sily, ktorym molekuly posobia na valéek spocitame ako moment
hybnosti, ktory mu predaji za jednotku casu, Cize

M = ALNan = (%vr - 2nfr2)MArh,

kde Ma, je molarna hmotnost argénu. Zaroven si tu mézeme uvedomit, ze frekvencia valceka
sa ustali na takej hodnote, kedy sa tento moment sily bude rovnat momentu odporovych sil
zo zadania, Cize uz vlastne mame rovnicu pre n.

Akurat v tej rovnici eSte vystupuje rychlost molektl, ktort zatial nepozname. Tu sa musime
zamysliet a z analdgii s hmotnostnym a objemovym prietokom si uvedomit, ze

n=cvs,

kde ¢ je objemové koncentracia molekil (tii médme zadant) a S je prierez pridu, ¢ize v nasom
pripade S = rh. Tym pddom v = n/(crh), dosadime do rovnice a vyjadrime n

1 M
0= .2 1 292 2
n 5 n2rnfr M
2M
n=ch | 2nfr’ + \/(2chr2)2 + oo |

kde koreni s minusom by bol zdporny, a teda neddva fyzikdlny zmysel (molekuly by sa museli
odrazit od valéeka rychlostou v priamo do trysky). Odpovedou teda je

2M

= 3,20-10" " mol-s™"
I 3,20 - 10" “mol-s™ ",

n=ch | 2nfr® + \/(2nfr2)2 +

Uloha 32 ... zah¥ivame praci 5 bodu

Méjme pist se vzduchem (Poissonova konstanta x = 1,4) za normdlnich podminek. Okoli md
také normalni podminky a stény pistu jsou tepelné vodivé. Chceme tento vzduch dostat do sta-
vu, kdy md dvojndsobnou teplotu (v termodynamickém smyslu) a stejny objem jako nyni. Mdame
ohrivac, kterym umime dodat vzduchu potrebné teplo, jeho energii si vsak chceme posetrit na
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horsi ¢asy. Z toho diivodu chceme z néjaké ¢asti dodat vzduchu energii praci. Konkrétné miize-
me zvétsit objem pistu na dvojndsobek aktudlniho objemu (a pak i zmdcknout zpét) a kdykoli
béhem toho pouzit nds ohfivaé. Jakou nejmensi energii musime dodat ohfivacem? (Zadejte jako
procento z hodnoty, kterou bychom museli dodat, pokud bychom nepracovali a pouze pouzili
ohrivac.)

Lego si vzpommnél na neuplné diferencidly v termodynamice.

Najprv piest natiahneme na objem 2V. Aku précu pri tom vykoname a kolko tepla dostaneme
z okolia, zavisi od rychlosti natahovania. AvSak na tom v tejto tlohe nezalezi, lebo riesime iba
teplo z ohrievaca, a to je v tomto kroku tak ¢i onak nulové. Pockdame teda, pokym sa teplota
vzduchu v pieste vyrovna s teplotou okolia, teda bude T" — na to sme opéat nepouzili Ziadne
teplo z ohrievaca.

Teraz uz na rychlosti zacne zédlezat: ak by sme vzduch stlacali izotermicky, vratili by sme
sa spit do pévodného stavu, to sa ndm avsSak nevyplati. Stlacime ho teda nekonec¢ne rychlo
(adiabaticky), aby pocas toho nestratil ziadnu energiu tepelnou vymenou. Pri adiabatickom
deji okrem iného plati TV"*~! = konst, ¢ize po tomto stladeni bude teplota

TVl =TV = T =T72""".

Dosledkom toho musime ohrievacom dodat este energiu rovni rozdielu vnitornej energie plynu
v tomto stave a pri teplote 2T, Cize

Qi1 =cvN(2T) —cy NT2" ' = (2—2""" ey NT,

kde cy je tepelnd kapacita vzduchu pri konstantnom objeme (mohli by sme ju vyjadrit z Pois-
sonovej konstanty k), N je pocet molekil v pieste (¢o si vieme vyjadrit z pa,V,T), avsak tie
isté faktory vyskocia aj pre pripad, kedy nekondme pracu, a teda sa vo vysledku vykratia.

Co ak by bolo vyhodnejsie vzduch zahriat este v roztiahnutom stave, a az potom ho rychlo
stlacit? Teplotu, na ktoru je ho potrebné zahriat, aby po stlaceni spat na V mal teplotu 27T,
oznacime ako T>. Potom téato teplota je

ATV =T(2V) T = Ty =T2/2° " =127,
To znamend, Ze ohrieva¢ musel ohriat vzduch energiou
Q2 = cyNT2°™ " —cyNT = (27" — 1)ey NT,

kde ¢y a N (aj T) sa rovnaké ako pri @1, sta¢i ndm teda porovnat iba zatvorky. Mézeme
jednoducho dosadit x zo zadania, ale velmi odportacame si zatvorky vykreslit v zdvislosti na &,
¢o sa ukéze, ze pre k € (1,2) plati Q2 < Q1, pricom redlne x € (1,5/3) C (1,2). Z toho vyplyva,
ze sa viac oplati vzduch najprv zahriaf, a az potom stlacit spat.

Niekto by mohol namietat, ze okrem tychto dvoch moznosti existuje nekonec¢ne vela dal-
sich, pri ktorych si ohrievanie rozdelime na niekolko momentov Ilubovolne rozmiestnenych pocas
stld¢ania. Malo by byt vSak intuitivne, Ze dve nami preskiimané moznosti st extrémne pripady
z nekone¢ného mnozstva moznosti a lokdlny extrém by sa mal nachadzat v jednom z tychto
extrémov tohto nekonec¢nedimenzionalneho intervalu. Dévodom, preco je najvyhodnejsie kon-
krétne zahriat plyn hned naplno, je po fyzikalnej stranke pekne vidiet napriklad z toho, ze tym
zdvihneme tlak v pieste, a tym paddom vykondme viac price pri ndslednom stldcani. Celkova
energia, ktord doddme pracou pocas stlicania, je energia, ktort usetrime ohrievac¢u. Akékolvek
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”oneskorenie ohrievania” len znizuje pracu, ktori vykondme pri stlacani, a tym zvysSuje energiu,
ktord musi dodat ohrievac.

Minimdlna energia, ktorit musime dodat ohrievacom je teda Q2. Odpoved mame zadat
ako percento, ktoré tvori tato energia z tej, ktord by sme museli dodat bez vykonania prace.
V takom pripade by ohrieva¢ musel dodat

Qo = CvN(2T) — CvNT = CvNT,
Cize nasou pracou sme potrebné teplo znizili na

2—K
Q27 DeyNT _ or 4y 2559

Qo - CvNT
zakladnej hodnoty.
Uloha 33 ... kladky — paky 5 bodii
Mame kladku a paku spojenou nehmotnym lanem jako na obrazku. Paku povazuj-
me za usecku délky 2r = 20cm o hmotnosti m = 300g. Pdka je podeprena tak, A

ze délky jejich ramen jsou v poméru 3 : 1. Kladka ma tvar disku o poloméru r = /\
= 10cm a hmotnost M = 600g. Pdka i kladka jsou homogenni a lano po kladce
neprokluzuje. Jaké je zrychleni tézisté kladky v okamziku vypusténi ze stavu, ktery \\__,/
je zakreslen na obrazku?

Lego si tikal, Ze tyto jednoduché stroje jesté nespojil.

Oznacme si napétie v lane na lavej strane ako T a na pravej strane ako 7. Vzhladom na bod
podoprenia, na pdku posob{ moment sily M, = 3rT1/2 — rT>/2 + rmg/2. Moment zotrva¢nosti
paky uréime zo Steinerovej vety

Ip = [p0+[pS =

1 2 T 2 7 2
—m(2 — .
12m( ) +(m2> mr

Uhlové zrychlenie paky potom bude
M, 57— 5rTa+3rmg 6371 —To+mg

Ep = —— =
7
Iy 15

mr2 7 mr

kde kladny smer sme si definovali ako ten, kedy lava strana paky klesd (¢o je intuitivne ocaka-
vany smer pohybu).

Moment sily pésobiaci na kladku vzhladom na jej stred bude My = r(T> —T1) ( kladny smer
je opit ten, kedy lava strana paky kles4). Moment zotrvaénosti disku je I, = Mr?/2, potom
jej uhlové zrychlenie je

Ek:Mk _T(Tz—Tl) _2T27T1.

A L Mr? -7 Mr

Vysledna sila pdsobiaca na kladku je Fx = Mg — T1 — T> (kladny smer nadol), potom
zrychlenie jej taziska bude
_, Lt

_ K
W=y =9 M
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Ziskali sme vsetky pohybové rovnice.

Presunime sa ku geometrii danej tlohy. Predstavme si, ze sa paka pootoci o uhol dyy,. Potom
sa na lavej strane pohne lano o 3/2r dyp, smerom nadol a na pravej strane o 1/2r dp, smerom
nahor. Ak si dostato¢ne pod kladku nakreslime nejakd vodorovni ¢iaru, tak po tomto pootoceni
pod nou bude v stcte o 7 dy,, lana viac. To si rozdelime medzi obe strany kladky, a tym padom
tazisko kladky klesne o dzx = 1/2r dgp.

Zaroven na pravej strane sa paka zdvihla o 1/2r dp,, a kladka klesla o 1/2r dyp, Cize je medzi
nimi teraz o rdyp viac lana nez predtym. Kedze lano a kladka neprekizajﬁ, kladka sa musela
odvalit po lane prave o tito dizku. To znamena, Ze sa musela oto¢it o uhol

dpx = rdep =dyp.
r

Tieto dva vztahy sme odvodili pre posuny, ale ked ich 2 krat zderivujeme podla casu,

dostaneme ekvivalentné vztahy pre zrychlenia

ax = 1/2rep

Ek = €p -

Méme 5 rovnic (3 pohybové + 2 posledné), a 5 nezndmych (ep, ek, ax, T1,T2), ¢o uz sa d4 zriesit.
Zacneme s

€k = €p
2T27T1_§3T17T2+mg
Mr 7 mr

™m(Te —Th) = 3M(3Ty — T> + mg)
(7Tm + 3M)T> — 3Mmg
9M + Tm

=Ti.

Dalej vyuzijeme vztah medzi ax a €p,, ale nakolko to mé velmi dlhy vyraz, rovno vyuzijeme
vedomost, ze tieto uhlové zrychlenia sa rovnaji a napiSeme

1
ak:§rak
_T1+T2 _1 2T?.—T1
M2 My
Mg—T —To =T, —T
Mg,

Zostava podosadzat predoslé zistenia do pohybovej rovnice pre zrychlenie

o —  hi+T _ (Tm+3M)§—-3mg g  9M +Tm — (Tm +3M) +6m
K=9T Ty Y 9M + Tm 2~ 2(9M + Tm)
6M+6m M+m _o
g=35om-s “.

T I950M +7m) ~ COM + m
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Uloha 34 ... bréko 6 bodii

Jarda si hral se svym koktejlem. Vzal brcéko a celé ho ponoril do koktejlu. Poté ucpal prstem
jeho kratsi konec a vytahl ho mimo sklenicku tak, aby koktejl nevytekl. Kdyz jej pustil, koktejl
zacal téct z brcka vsude po stole, navzdory nevuli vSech okolo.

Spoctéte, jak dlouho bude tato kalamita trvat, pokud Jarda nezasdhne. Vime, ze vodorovny
priifez sklenice je S = 16 cm? a bréko mé po celé své délce priifez s = 0,40 cm?. Na podatku je
vyska hladiny ve sklenici H = 8,0 cm ode dna a brcko ma tsti mimo sklenici ve vysce h = 5,0 cm
od dna sklenice.

Uvazujte, ze koktejl je idedlni nestlacitelna kapalina. Zanedbejte jakékoliv nezadouci jevy,
napriklad pronikani bublinek nebo povrchové napéti. Brcko se pri vytékani nehybe.

Jarda rozleje kazZdé piti, které se pokusi vypit.

Predtim, nez se pustime do feseni, udélejme nésledujici tvahu. Koktejl bude z brcka vytékat
pouze tehdy, kdyz bude jeho hladina nad vychozim otvorem bréka. Kdyby tomu bylo jinak,
tj. kdyby koktejl tekl i tehdy, kdyz by byl pod vystupnim otvorem brcka, tak by to bylo
ekvivalentem teceni do kopce. To ale v redlném svété iplné nepozorujeme. Tudiz je tato tloha
ekvivalentni tloze, kdy koktejl vytéka ze sklenice z otvoru ve vysce hladiny h nad dnem.

Takovou tlohu fesime pomoci dvou zékont. Pomoci rovnice kontinuity a pomoci Bernoullio-
vy rovnice. Kdyz bude koktejl vytékat, tak vyska hladiny bude klesat. Vysku hladiny popiSeme
souradnici y > 0. Velikost rychlosti poklesu hladiny pojmenujme V' a uvédomme si, ze se mu-
si jednat o funkci vysky hladiny, tedy V = V(y). Rychlost vytoku koktejlu u hrdla brcka
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pojmenujeme jako v a opét si uvédomme, ze v = v(y). Tedy muzeme napsat rovnici kontinuity

sv=8V = Ung. (6)
Nyni napiSme Bernoulliovu rovnici
1 1
5o+ phg+p = 5oV +pyg+p. (7)

Do vztahu (H) dosadime (B) a zkratime p. Vyjadiime rychlost V. Po upraviach dostaneme

Nyni si uvédomme, ze rychlost V (y) popisuje ¢asovou zménu vysky hladiny. Nicméné si nyni
uvédomme, jak vypadd vektor rychlosti V. Ten muzeme v libovolnych kartézskych souradnicich
vyjadiit jako V = (0, -V (y),0), kde zidporné znaménko se bere z toho, ze rychlost vyjadiuje
pokles. (Tim, Ze jsme uvazovali y > 0 od hladiny a Sipka rychlosti mif{ ke hladiné je zjevné, ze
musi mit opacné znaménko.) Tedy mame, ze V(y) = —y, ¢imz dostdvame diferencidlni rovnici

Nyni pohlédneme bystrym pohledem zralého matematika a uvidime, ze podélenim +/y — h do-
staneme diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi. Tedy integraci dostaneme, ze

h
1
/ dy = —
g VYy—h

Integral na pravé strané je trividlni. Vypocteme integral na levé strané jako
/h 1 dy_u:y—h du =dy _/u(h) 1 .
o Vy—h u(h)=0 wH)=H—-h w(H)
=2[VulY_p, =2(0—vVH —h)=—2VH — h,

¢imz dostaneme

tmax )

=3,1s.
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Uloha 35 ... boj s vétrnym mlynem 6 bodu

Don Quijote poklidné jede na své vérné Rosinanté Manchou, kdyZ v tom spatii na obzoru
¢tyrrukého obra, jak na néj vsemi ¢tyrmi hnatami vyhruzné mava. Ovsem my, kteri mame vsech
pét pohromadé, jasné vidime, Ze nejde o obra, ale o vétrny mlyn. Ten m4 ¢tyri lopatky pricného
priifezu tvaru obdélniku s obsahem S = 300cm? a plochou P = 24m?, které jsou umistény
na tuhych tycich ve vzdalenosti d = 1,00m od osy otaceni mlyna a maji délku L = 6,00m.
Jsou vyrobeny z homogenniho materialu s Youngovym modulem pruznosti E = 1,00 MPa
a kazda z nich ma hmotnost M = 170kg. ,Obrovo“ vyhruzné mavani bylo zptisobeno poryvem
vétru, ktery lopatky roztocil na tihlovou rychlost w = 1,60s~!. Na jakou délku L' se lopatky
prodlouzi? Predpokladejte, Ze se jedna o malé deformace a dochdzi k nim jen v radidlnim
smeéru; také predpokladejte, Ze sirka a tloustka lopatek je mala v porovnani se vzdalenosti od
osy, tj. velikost odstredivé sily zavisi pouze na kolmé vzdalenosti od konce lopatky. Vliv tihové
sily na deformaci lopatek neuvazujte. Petr vzpominal na mechaniku.

Uvazme, jaka odstiediva sila f ptisobi na ,,platek® lopatky o tloustce dz’. Vime, Ze hmotnost dm
takového platku bude

dm = pSdz’,
hustotu mizeme diky homogenité spocitat jako
_M
P=Ts"

Uvézime-li, Ze na takovy element piisobi odstfedivé zrychlenf a = w?r, kde r je vzdélenost
elementu od osy, plati

M w?

f= L
kde jsme si zavedli soufadnici ', kterou mé&ifme od mista uchyceni lopatky.
Protoze se v nasi situaci zddny kus lopatky neutrhne a neodlétne, musi byt odstfediva sila
kompenzovana silou dostredivou o stejné velikosti. Ze zdkona akce a reakce pak plyne, ze na
element dz’ dostiedivou silou ptisobi stejn sila v opaéném sméru; iteraci této tivahy dostdvame,
%e na libovolny element pfed elementem dz’ je timto platkem ptisobeno silovym pifspévkem — f.
Celkovou ,externi“ silu na element dx pak tedy spocitame jako integral z prispévka — f od vSech
elementu déle od osy (tedy v intervalu (z, L ] )

L 2 2
F:/ M; (d+2) do’ = M2 (L—x)(d+L+m).

(d + x/) da’,

L 2

Nyni aplikujeme Hooketv zédkon

£ =

o _ M w? L+ x)
E  LES 2 '
Celkové prodlouzeni AL je rovno integralu z € pies celou délku lopatky. Dostdvame tedy

(L—2) (d+

2Pro dalsf udely budeme za kladny smér sily povazovat smér od osy.
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L 2 2 2 2
o B Muw L 2\ Mo? (d L
LfL+AL7L+/0 LES(LdJr2 zd 2)L[1+ (2+3)].

Dosazenim zadanych hodnot mame

L' =6,22m.

Uloha 36 ... vodivy kout 7 bodu

Povrch prvniho oktantu kartézského systému souradnic tvori vodivy kout (sklddd se tedy ze
trf étvrtrovin, kazdé orientované v jiném ze sméri x, y a z). Na polopfimce x = y = z > 0
se pohybuje naboj q. Urcete pomér naboje Q umisténého pevné do pocatku souradnicového
systému ku ndboji q, aby jim slo vodivy kout nahradit tak, Ze silové pisobeni na naboj q
zustane stejné. Indukované magnetické pole miizete zanedbat.

Kuba byl za trest poslan do kouta.

Necht se ndboj nachdzi v bodé r = a(e, +e,+e.) = ae, kde a > 0. Hledejme takové rozmisténi
néboju v prostoru, které na vodivém koutu vytvori nulovy potencidl.

Vyuzijeme skutec¢nosti, Ze na roviné symetrie dvou opa¢nych naboju je konstantni potencidl.
Hleddme tedy takové rozmisténi ndboju, které je invariantni viéi ozrcadleni (a zméné znamén-
ka) pfes roviny xy, yz a xz. VSechny ndboje se budou nachézet na osich jednotlivych kvadrantt
a ve stejné vzdélenosti od pocatku. Snadno nahlédneme, ze v kvadrantech II, IV a V bude na-
boj —q, v kvadrantech III, VI a VIII ndboj 4+q a v kvadrantu VII ndboj —¢. Tim dostdvame
(vCetné puvodniho ndboje v kvadrantu I) ¢étyfi kladné a Etyfi zdporné nédboje ve vrcholech
pomyslné krychle o délce hrany 2a.

Snadno se lze presvédcéit, Ze takové rozlozeni ma skuteéné na vodivém kouté konstantni
potencidl. Zaroven v prvnim kvadrantu zistal pouze nas ptivodni ndboj. Splnili jsme tak vsechny
pozadavky na podobu hledaného feseni, a jelikoz méa priroda pro dané rozlozeni naboje vzdy
jediné feSeni (predstavte si, co by se délo, kdyby nel!), je toto feseni také jedinym spravnym.

Kazdy z ndboju generuje Coulombické elektrické pole. Na piuvodni ndboj ptisobi pouze pole
od ostatnich sedmi nédboju, které v jeho pozici ¢itd

q
Eim (I‘) - 47‘[50

12T 8T 2 T8 V2 82 a2 12423

[ 1 1 e+ ey 1 ey +e. iez—ﬁ—ez 1 e

e (10U Ne Lk,
T dneg 4 42 123 ) a2 4dmeoa? ]

kde
1 1 1

= - 4+ —
4 4v2 123
Vidime, zZe pole vytvorené fiktivnimi naboji je samo o sobé Coulombické. Ze symetrie ilohy
je zrejmé, ze jakékoli magnetické pole generované proménlivym elektrickym polem musi mit
na ose prvniho kvadrantu smér e, a tedy na pohyb ndboje nemd vliv (nebot naboj se taktéz

40



Fyziklani Online 2025 15. roc¢nik 26. listopadu 2025

pohybuje vyhradné ve sméru e). Celkové silové ptisobeni tak lze simulovat umisténim naboje @
do vrcholu koutu. Chceme, aby platilo
1 Q 1 qk

T a ~ Ol T Q= 3Vak = -0630g.

Uloha 37 ... FTL 6 bodii

Méjme prazdnou nddobu tvaru zrotované funkce y = x~3 okolo osy x = 0 v kladnych hodno-
tach y v jednotkdach metri. Nadoba je zespodu uzavrena zrotovanou osou x. Do nddoby pritéka
voda rychlosti Q = 2001-s~'. Pokud bychom uvazovali, e voda okamzité utvoif hladinu, za jak
dlouho by se hladina zvysovala nadsvételnou rychlosti? Marek chtél byt bojkou.

Spoctéme objem vody V v nadobé, pokud je plnd do vysky h. Protoze je tloha rotacné
symetrickd, nejjednodussi bude objem ziskat integraci ve valcovych souradnicich. Pokud je
hladina ve vysce y = h, musi byt ze zadani polomér nddoby v té vyice r = h~%/3. Nakonec
tedy pro soufadnice (7, ¢, z)

2n  ph pzT /3 hoopzml/3 h z—2/3
V:/ / / rdrdzdnpz?n/ / rdrdzz?n/ dz = 3zh'/3.
o Jo Jo o Jo 0 2

To miizeme prepsat jako
1% 3
h= (7) .
3n

Nyni zderivujme obé strany rovnice podle ¢asu, dostaneme

3V dv  dh

(3n)3 At~ dt

Jak se méni objem vody s ¢asem zndme — je to rychlost Q). V moment, ktery nas zajimé, zndme
i rychlost zmény vysky hladiny, je to rychlost svétla c¢. Upravou dostaneme

To je tedy objem vody v case, kdy je rychlost hladiny préavé rovna rychlosti svétla. Za jak
dlouho to nastane? Pritok vody je konstantni a proto je hledany cas t

1% n3c 6
t=—=31/—=—=~3,23-10"s.
Q Q3
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Uloha 38 ... rychlost stinu 6 bodu

Jarda hrél tenis na slunci, které zrovna bylo 32° nad obzorem. Poddval micek svému souperi
tak, ze jej odpdlil z vysky 70cm pod tihlem 38° vidi zemi, pricemz micek dopadl na druhé
strané kurtu ve vzdalenosti 25 m od Jardy. Jaké nejvyssi rychlosti dosahl stin, ktery micek vrha
na zem? Rovina letu micku je v kazdém okamziku natocdena o 23° viidi svislé roviné, ve které
na micek dopadaji slunecni paprsky.

Kdyz Jardovi prestal fungovat forehand, vytdhl na soupere fyziku.

Nejprve ze zadanych hodnot dopocteme, jak zavisely z-ova a y-ova soufadnice micku na case
a jaké byla jeho puvodni rychlost. Z rovnic pro $ikmy vrh dostdvame

T = vgcosat,
1
y=h+vosinat — 597527

kde vo je pocatecni rychlost micku, « je thel odpalu viuci zemi a h je pocatecni vyska micku.
Z prvni rovnice vyjadiime ¢, dosadime je do druhé a zapocitdme podminku, Ze pro y = Om
musela byt horizontdlni vzdalenost micku od Jardy Tmax = 25 m, dostaneme tak pro v

2
xmax
0=h+Tmaxtga— 59—5—5—,
27 v cos?
2
gxmax

2_
Yo = 2 (h 4 Tmax tga)cos2a

Nyni uvdzime, jak se pfi daném pohybu micku pohybuje po zemi jeho stin. V kazdém okamziku
dopadaji na micek paprsky pod tthlem 8 = 32°, stin micku tak bude mit viéi zemi vzdy thel
B. Oproti sméru pohybu micku vsak bude tento stin odklonén o thel v = 23°. Z téchto udaju
muzeme dopocditat, ze vzdélenost stinu micku od bodu, ktery se nachazi primo pod nim, je

_ Y
tg B

Polohu stinu popisuji dvé souradnice. Osu x orientujeme ve sméru letu micku, vzdalenost stinu
v této ose tedy je
Ts =x —dcosy.

Osu z orientujeme kolmo na osy = a y (kladny smér volime tak, aby z-ova slozka polohy byla
kladnd) a z-ové slozka soufadnic stinu micku je

zs = dsinvy.
Odtud dostavame ¢asovou zavislost slozek souradnic stinu

h + vg sin at — %gt2
tg B
h 4+ vg sin at — %gt2
zs =
tg B

Ts = vg cosat — cos7,

sin vy,
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Déle obé rovnice derivujeme podle ¢asu pro uréeni slozek rychlosti stinu

dz, cos cos 7y
=5 — S —
dt 0 tg B8

d .
(;S - stl;g (vosina — gt) .

Pro urceni celkové rychlost micku obé rovnice umocnime na druhou a secteme. Tim dostaneme
kvadrat rychlost micku, ktery budeme maximalizovat
oS

02 — sin y 0S Y
tg B tg 8

Kvadrat rychlosti derivujeme podle casu a derivace pak polozime rovnou 0 pro nalezeni maxima

sin 7y . sin vy cos 7y . cos 7y
0=2 vosina — gt - + 2| vocosa — vo sina — gt ,
(tgﬁ(o g)>< tgﬁg) <° wws g)>(tgﬂg>

odkud dostaneme

(vosina — gt) ,

2 2
(vosina — gt)> + (1}0 cosa — (vosina — gt)) .

;W (sin o — tg 8 cos v cosy)

g
Pro ovéfeni, ze jsme skutec¢né nasli ¢as, pri kterém bude rychlost stinu maximalni provedeme
druhou derivaci predchozi rovnice podle ¢asu. Dostaneme

d2? 2 2
Y 9 9 (sinQ'y—&—cosQ'y) = 2‘5575’

dt2 tg? B3
coz je ale kviili druhé mocniné uréité vétsi nez nula, tedy jsme nenasli maximum, nybrz minimum
rychlosti. Odtud plyne, Ze maximélni rychlosti bude stin micku nabyvat tésné pred dopadem,
nebo po odpalu.
Z rovnice pro zdvislost vysky micku na ¢ase si po dosazeni y = Om (situace pti dopadu)
vyjadiime ¢as dopadu tq

vosina + /v2 sin? a + 2gh
p .
Po dosazeni zadanych hodnot do této rovnice a rovnice pro pocatecni rychlost vg dosté-
vame hodnoty vo = 15,62m-s~!, t4 = 2,03s. Nyni miZeme upravit rovnici pro rychlost stinu
dosazenim ¢t = 0s pro rychlost pri odpadlu v; na

) ;
sin? o cos a cos 7y sin « 1
v = vo\/6082a+ 2 =6,3m-=s ",

tg =

tg?28 tg 3
a dosazenim t = t4 pro rychlost stinu pii dopadu vs
. 2 2
sin 7y . cos 7y . . -1
vy = (vosina — gtq) | + | vocosa — vosina — gtg) | =28m-s .
( tg B tg B (

Odtud vidime, Ze v2 > v; a maximalni rychlost stinu tedy je 28 m-s™*.

43



Fyziklani Online 2025 15. roc¢nik 26. listopadu 2025

Uloha 39 ... nebesky bowling 7 bodu

Uz je tomu néjakou dobu, co Biih stvoril svét, a protoze > o ° °
. . . L ) . 4 13au

obcas nema co na praci, zahraje si bowling s planetami.

Na MIléc¢nou drahu rozmisti do klasického rovnostranného ° ° °

trojihelniku deset malych planet tak, ze vzajemna vzdale-

nost dvou vedlejsich planet na okraji je 12 au. Biih si vy- 12 al:\o o
bral jako kouli hvézdu o velikosti naseho Slunce, kterou
vrhl v roviné ,kuzelek® ze vzdalenosti 730au od zadni
rady planet smérem k nim. Ackoliv dal své kouli potreb-
nou rotaci, zapomnél, ze ve vesmiru neni treni. Hvézda |730 au
se tak nestocila k planetam, nybrz proletéla rovnobézné
s osou puvodniho trojihelniku ve vzdalenosti 13au od
jednoho z jeho rohti rychlosti 70m-s~*. Pfesto se viak
hvézda nékterych planetek dotkla. Kolik planetek takto v =70m-s~ !
Biih ,,shodil“? Planety jsou tak malé, Ze je jejich vzdjem-
né gravitacni piisobeni zanedbatelné. Také neuvazujte, ze O
ovliviiuji drahu hvézdy.

Jarda by chtel hazet jako bih.

Hvézda sice proleti kolem mista, kde byly planetky rozmisténé, vlivem vzajemné gravitacni
interakce se vSak planetky za¢nou pohybovat smérem ke hvézdé a je tedy mozné, ze do ni narazi.
Toto se pak zapocita jako dotek planetky a hvézdy. Protoze planety jsou malé, zanedbame jejich
vzéjemné gravitacni pusobeni, stejné jako ovlivnéni drahy hvézdy jejich pritomnosti, jak nés
k tomu vede zadani.

Nalezneme tedy podminku, kdy se planetka, kterda byla puvodné v klidu, srazi s hvézdou,
kterd leti okolo. Kvili tomu se ale presunime do inercialni soustavy, kde je v klidu hvézda a pla-
netka mé pocatecni rychlost —v a impaktni parametr b je uréeny postavenim v trojihelniku.
I v tomto systému plati zdkon zachovani energie a zdkon zachovani momentu hybnosti.

Energie planetky vztazend na jeden jeji kilogram je

E_EUQ_ MoG
2 /T2 ¥ b2’

kde Mg je hmotnost hvézdy a L je puvodni vzdalenost mezi planetkou a sluncem ve sméru
vrhu.
Moment hybnosti vztazeny na jeden kilogram planetky je

l="bv.

Ozna¢me r nejmensi vzdélenost planetky od hvézdy a wu jeji rychlost v tomto bodé. Ze
zakont zachovani plati

11}2 B MG lug B MoG
2 \/L2+b272 T

bv =ru,
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nebot rychlost a privodi¢ jsou v perihelu kolmé. Z téchto dvou rovnic vyjadiime r jako

2M~HG
~MoG + \/MéGQ + b2 (v2 - \/Lfﬁ)

r =

2Mq G
02 — o)
\/ L2+b2

Pokud je tato vzdalenost mensi nez R, doslo ke srazce planetky a hvézdy. Nyni uz jen
dosadime za vzdélenosti a zjistime, kolik planetek se dotklo hvézdy. Protoze

2o 2MoG
VIZ b2’

je vysledek vzdy kladny (nezévisle na znaménku v rovnici). Z dosazovani ale zjistujeme, Ze je
potieba vybrat kladny koren, aby vysledek nebyl prilis velky.

Postupné musime dosadit za rtzné hodnoty b. Pro kuzelku nejblize draze hvézdy je to by =
= 13 au. Pro dalsi je to b2 = 13 au+6 au = 19 au, kde 6 au je polovina rozestupu mezi kuzelkami
v zadni fadé. Pak pro dvé kuzelky je to bs = 25 au, pro dalsi dvé by = 31 au, pro dvé dalsi b5 =
= 37 au, néasleduje jedna s bg = 43 au a posledni s by = 49 au.

Podobné je tomu pro L. Zadni fada ma L; = 730au a fady pred ni o néco méné. Toto ale
jiz zkusime zanedbat, protoze L >> b plati pro vsechny pripady.

V zévislosti na indexu u b tedy postupné dostdvdme hodnoty p; = r;/Re jako p1 = 0,10,
p2 = 0,21, ps = 0,37, pa = 0,57 a ps = 0,81. Jediné kuzelky, které Buh neshodil, jsou dvé
nejvzdélenéjsi od drahy hvézdy s ps = 1,1 a pr = 1,4. Pocet ,,shozenych® planetek je tedy n =
=8.

Uloha 40 ... vytékajici kapaliny 6 bodt

Méme védlcovou nddobu s vnitinim priifezem podstavy S = 42,0 cm®. Na dné je nalitd voda do
vysky h = 5,0 cm, nad ni je olivovy olej s hustotou pole; = 910 kg-m~2 o stejné tloustce vrstvy h
a nad nim je ethanol s hustotou pethanol = 789kg-m™2 se stejnou tloustkou vrstvy h. Pokud
otevieme v podstavé dirku o priifezu s = 4,2 mm?, za jak dlouho vytece voda s olejem a v nddobé
ziistane pouze ethanol? Zanedbejte povrchové napéti a kohezi kapalin. Doporucujeme vyuzit
numerickou simulaci. Karel varioval a komplikoval ilohy.

Rychlost vytoku vody vieme vypocitat podla Bernoulliho rovnice, kde zanedbame vsetky ¢leny
okrem toho kinetického. Vieme si z tohto vztahu urcit rychlost vytoku v zavislosti od tlaku,
ktory na kvapalinu pésobi ako
2.
v= /=L
p

Tlak p, ktory na kvapalinu pésobi po vykrateni atmosférického tlaku vieme vypocitat ako

p:Zp-g‘h

Vieme, Ze sa s ¢asom bude menit vyska vrstiev kvapalin podla vztahu

v-s
5h—T~6t.
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Vznikne ndm teda stustava diferencidlnych rovnic, ktort vieme vypocitat analyticky alebo
pomocou numerickej simuldcie. Ukazeme si obe riesenia. Odtekanie vrstiev si vieme rozdelit na
dva oddelené procesy a ich Casy sc¢itame.

Pre vytekanie vody plati

610 =g- h . (polej + petanol) + g- h(t) * Pvoda 3

pre vytekanie oleja plati
dp=9g-h- petanol + g - h(t) - pvoda -

Pri numerickej simulécii dp dosadime do rovnice pre rychlost, ktorej vysledok nésledne
dosadime do rovnice pre zmenu vysky kvapalin a takto rekurentne sa zmena vysky opat dosadi
do rovnice s dp. Proces zastavime, ked vytecie celd vrstva a vypocitame ¢asy pre vytecenie vody
a oleja, ktoré scitame.

Rozhodli sme sa numerickt simuldciu vytvorit v jazyku Python a mala nasledovny tvar:

import math

Ro_1 = 997

Ro_2 = 910

Ro_3 = 789

S = 0.0042

s = 0.0000042

h = 0.05

g = 9.81

dt = 0.0001

dh=0

t =0

while dh<h:
dp = g*h*(Ro_2+Ro_3)+g*Ro_1*(h-dh)
v = math.sqrt (2*dp/Ro_1)
dh = dh + v*s*dt/S
t = t+dt

dh = 0

while dh<h:
dp = gxh*Ro_3+g*Ro_2*(h-dh)
v = math.sqrt (2*dp/Ro_2)
dh = dh + v*s*dt/S
t = t+dt

print (t)

Pre analytické riesenie vytecenia vrstvy vody si pre jednoduchsie pocitanie zadefinujeme
konstanty

Co = g - h - (pethanol + Polej + Pvoda)
C1 =g pvoda
ktoré pouzijeme na prepisanie vztahu s dp do tvaru
op=Co — C1-6h(t).
Diferencidlna rovnica je teda separovatelnd a mé tvar

dn

;i{ ——l(' Cb —’CH 'h7
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kde K = (/) - \/2/pvoda-

VyrieSenim tejto rovnice pre dh(t) dostaneme rovnicu

Co — (vVCo — 5K - 1)?
Cy '

Jej vyriesenim dostaneme pre Cas ¢ findlny vztah na vytecenie vrstvy vody

2K~(¢07—\/00—01~h).

Miernou tpravou konstant vieme vypocitat ¢as na vytecenie vrstvy oleja a tieto dva Casy
scitame

Sh(t) =

t1 =

02 =g- h : (pethanol + polej) 5
C3 = g Polej »
2

5
polej

to = C K \/ Cy — VvV Cy — Cg

t:t1—|—t2:785.

Ky =

Wl ®

Uloha 41 ... vzdalujici se vesmir 7 bodl

Jak by mély byt vzdalené hvézdy a galaxie, které by jinak vici nam byly relativné v klidu, ale
kviili rozpinani vesmiru je pozorujeme s takovym dervenym posunem, ze vinové délky zareni
jsou dvojnasobné oproti okamziku, kdy byly vyzareny? Ptame se na ,dnesni“ vzdalenost a ne na
vzdalenost, kterou mély v dobé vyslani signalu. Uvazujte, Ze vesmir je homogenni a izotropni,
plati Einsteinovy rovnice a standardni ACDM kosmologicky model, a vesmir se rozpind v ¢ase
konstantni Hubbleovou konstantou o hodnoté Hy = 68 km-stMpC*1

Karel premyslel o vzddlené oblasti.

V uvazovanom ACDM kozmologickom modeli platia Friedmanove rovnice, podla ktorych pre
Hubblovu konstantu plati

H(t) = Ho \/Qr,oa_4 4+ Qmoa=3 + Qo002+ Qa0 (8)

kde a = a(t) je skdlovaci faktor popisujici rozpinanie vesmiru a bezrozmerné veli¢iny Qx o
popisuji zastipenie radidcie (Qr0), hmoty (Qm,0), krivosti (Qk,0), a temnej energie (Qa,0)
v sicasnom vesmire. Z predpokladu v case konstantnej Hubblovej ,konstanty“ vyplyva, ze
vSetky Cleny, ktoré sa v ¢ase menia musia byt nulové, preto musi byt uvazovany kozmologicky
model vesmiru plochy (2,0 = 0) a obsahujici len temni energiu (20 = 0, Qm,0 = 0,00 = 1).
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Riesenie cez skalovaci faktor

Vplyvom rozpinania vesmiru sa zvacsuju fyzické vzdialenosti, ¢o vieme popisat pomocou ska-
lovacieho parametra a(t) ako

d(t) = a(t)x (9)
kde d(t) je fyzicka vzdialenost od pozorovatela a x je bezrozmernd konstanta, ktora sa nazyva
comoving distance a suvisi s fyzickou vzdialenostou v &ase to. Skdlovaci parameter v sidasnosti
(éas to) je podla beznej konvencie a(tg) = 1m. Vplyvom rozpinania vesmiru sa zvacsuju aj
vlnové dizky, €o sa popisuje pomocou erveného posunu z (anglicky redshift), pre ktory podla
jeho definicie plati
y = )\obs_)\e _ 2)\3—)\6 -1
Ae Ae ’
kde Xe je povodné vinovd dizka a Aeps = 2Xe je pozorovand vinova dizka. Vplyv rozpinania
vesmiru na zmenu vlnovej dizky vieme odvodit zo vztahu (f)

Ae _ Aobs
a(te)  a(to)

_ AC _ a(to)
alte) = Yalto) = T2

Casovi zavislost skdlovacieho faktoru a(t) odvodime z definicie Hubblovej konstanty H(t) =
= £, kde avsak budeme uvazovat podla zadania H(t) = Ho, ¢im dostdvame

da da
Hoy =4 = = Hydt
a a

a(t) t
/ da _ y, / dt
a(to) @ to
a(t) = a(to)eot=t)

Podla FLRW metriky, ktord sa vzfahuje na nami uvazovany kozmologicky model vesmiru,

pre comoving distance plati
to
cdt
X = — (10)
/t a(t)

z ¢oho po dosadeni a tpravach

to
¢ —Ho(t—to) 74 _ ¢ —Ho(te—to0)
= — e dt = —— (e —1
X7 alto) /t a(to)Ho ( )

_ c a(to) 1)
a(to)Ho a(te) CL(tO)HO.
Pre fyzickt vzdialenost v sucasnosti napokon dostavame

d(to) = alto)y = 1% = Hio = 4,410 Mpc.
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Riesenie cez cerveny posun

Z rovnice () plynie pre plochy vesmir obsahujici len temnd energiu H(z) = Hy. Integral
z rovnice ([LJ) vieme ekvivalentne prepisat na

__¢ © de _ ¢ /Zdz_L
XT alte) J, H(z) ~ alte)Ho J, alto)Ho’

kedy dostavame totozny vysledok bez potreby pocitania zavislosti skdlovacieho faktoru v case.

Uloha 42 ... svétlo pod vodou 7 bodt

Meéjme bodovy zdroj nepolarizovaného svétla zarictho do vsech sméra. Zdroj je ponoreny
v hloubce h = 1,00m pod (dostatec¢né rozlehlou) klidnou vodni plochou; dno pod nf je dokonale
temné. Kolik procent zarivého vykonu se prenese nad hladinu? Index lomu vody je n; = 1, 33;
index lomu vzduchu je n: = 1,00. Predpoklddejte, Ze voda zadnou ¢ast svétla neabsorbuje. In-
tenzitni koeficient transmise aproximujte jeho hodnotou pri kolmém dopadu vsude, kde svétlo
projde. Petr vzpominal na optiku.

K feseni budeme potiebovat transmisni Fresnelovy koeficienty

2n; cos 0;
i = ;
n¢ cos 0; + n; cos 0
2n; cos 0;
t, =

n; cos 0; + ngcos @y’

kde n je index lomu prosttedi a 6 je tihel od kolmice na rozhrani, pod kterym se svétlo sit{; dolni
indexy vyjadriuji, jestli jde o danou veli¢inu v prostiedi, ze kterého svétlo vychazi (i), nebo do
kterého prochdzi (t). Koeficienty budeme potiebovat i ve verzi pro intenzity

n¢ cos 0 9
Ty = ——ty|",

n; cos b;

n¢ cos 0 9
T = 7|tL‘ .

n; cos 0;

Pro proslou intenzitu pak plati
L =Tyl +T.1..

Dopadé-li vSak svétlo na rozmezi kolmo (tedy plati-li ; = 6; = 0), oba koeficienty ndm splyvaji
v jeden koeficient
4dn;ng
 (ne )2
a plati jednoduse
I, =TI.

My timto vztahem aproximujeme proslou intenzitu v§ude nad rozhranim, kde svétlo projde.
Ovsem, intenzita nebude v kazdém bodé pod rozhranim stejnd — intenzita je svételny vykon
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na jednotku plochy, a protoze se nam vykon (energie) zachovava, plati pro intenzitu, respektive
velikost Poyntingova vektoru# |S| ve vzdalenosti r od zdroje

T

Ovsem fakt, Ze se jednd o velikost vektoru je podstatny — pokud se ptdme na energii proslou
rovinou, je potfeba uvazit pouze komponentu Poyntingova vektoru kolmou na rozhrani S, . Pak
plati

P
SL = WCOSI%

kde ¥ je ihel mezi Poyntingovym vektorem a normélou na néj.
Déme-li vSechny vysledky vyse dohromady, muzeme pro diferencidl proslého vykonu dP;
psat
ning P

dP, = ————— —cosv¥dS.

T (i 4 ne)?

Popisme si hladinu poldrnimi soufadnicemi s poc¢atkem v pruniku hladiny s osou prochéazejici
zdrojem. Pro vzdélenost od zdroje r, respektive pro kosinus tthlu mezi Poyntingovym vektorem
a normélou k roviné cos pak plati

vV P2+ h?,
_n
/02 + h2 ’
kde p je vzdalenost od pocatku. Kvuli prfechodu do polarnich souradnic musime také vysledek
prendsobit jejich jakobidnem, ktery je roven p. VSimnéme si také, ze vysledek nezdvisi na sou-

fadnici ¢, muzeme ho tedy rovnou ¢astecné vyintegrovat prendsobenim 2n. Celkem po tpraveé
mame

T

cost =

2nine P ph

dP:(p) = (n + ne)? (0 + h2)3/2 dp.

Nyni bychom prosly vykon radi integrovali. Uvédomime si, ze pfi néjakém maximdalnim p,
které si oznacime R, bude dosazeno mezniho thlu lomu a pro jakékoliv p > R bude prosly
vykon nulovy.

Integrovanim dP; mame

2n;n: Ph R 1 2n;n: P h
P = dp = PP=—"""——(1—- ——— ] .
T (i + )2 /0 (p? + h2)3/2p P " (ng 4 me)? ( \/m)

Bystré oko si povsimne, ze druhy ¢len v zdvorce nenf ni¢im jinym, nez kosinem mezniho thlu 6, .
Pro mezni thel plati vztah

ne n?

sin,, = — = cosb,, = - —.

s ni

3Pro dplnost doplime, ze tzv. Poyntingiv vektor reprezentuje velikost a smér toku energie prenasené
elektromagnetickym polem (kterym svétlo je). Plati S = I€, kde I je intenzita a € je smér $ifeni svételné viny.
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Dosazenim do vztahu pro P, mame

2n. P
Pt:nit(ni— nz—nf)A
(ni + n¢)? ‘

Takto dostavame velmi dobry aproximativni vysledek

P .
?§=1&7%,

coz je, jak bychom zjistili pfi pfesném vypoctu o asi jen 0,9% vice, nez je skuteéné hodnota.

Poznamka k odvozeni intenzitnich transmisnich a reflexnich koeficienti

Jesté zminime, jak bychom se mohli dobrat k tvaru transmisnich a reflexnich koeficientt, které
jsme v Teseni pouzili. ,Klasické“ koeficienty pro elektrickou intenzitu E 1ze odvodit z podminky
spojitosti elektrického a magnetického pole na rozhrani dvou prosttedi, coz plyne z teorie elek-
tromagnetismu. Konkrétnim postupem se zabyvat nebudeme; budeme predpoklddat, ze tvar
koeficientt ¢ a £, zndme a s jejich pomoci odvodime koeficienty T} a T, .

Uvazujme Poyntingiv vektor S pod rozhranim a Poytingtuv vektor &’ nad rozhranim. Pro
svételny vykon P na elementu plochy dS plati

pP=35.4d9,

P =8.49,
kde dS je velikost elementu plochy dS vyndsobend jeho normélou 7. P je tedy vykon dopada-
jictho svétla a P’ je vykon svétla proslého. Definujme si pomér vykonu proslého a dopadajiciho
vykonu jako T, tedy
S -ds _ |S7|| A5 cos 6, _ || cos 6, _ I;cosb,

T Jg S o = - .
S-dS |S]| d.S] cos 0; |S] cos 6; I cosb;

P/
F =
Pro intenzitu monochromatické rovinné viny v prostredi o indexu lomu n; plati
I; o ny | EY?,
kde E je vektor elektrické intenzity. Plati-li pod rozhranim E= EH +E L, plati nad rozhranim
po prichodu
s _,
By =&,
EL =1)E).

Dosazenim do rovnice pro 7' mame

 ngcosO | Ey +tiEL? ngcos8, |ty PEY )+ [t ?|E L

n; cos 0; |E\|+EL|2 n; cos 0; |E\|\2+\E¢\2

Rovnost |E“ +E‘l|2 = ‘E_:|||2 =+ ‘EL‘Z, resp. ‘t|‘E‘|| +t“E_;J_|2 = |t|||2|E_:H |2 + |tJ_|2|E_:J_|2 jsme ziskali
z Pythagorovy véty diky tomu, ze sc¢itané vektory jsou kolmé.
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No a protoze typicky pracujeme s jednotlivymi slozkami intenzity EH a El, zavedeme si koe-
ficienty T} a T\ tak, aby platilo

I, =TI=TyI +T.I, .

Takto dostavame presné

n¢ cos Oy
T =
I n; cos 0; g “‘
T, — n¢ cos Oy |M\2 .
n; cos 0;
Uloha 43 ... kam jsem to jenom dal? 8 bodi

Urcité jste si ve svém pokoji vSimli ndristu entropie, pripadné toho, ze véci difunduji (hlavné
kdyz je spolubydlici pry¢). Takto si Lego neddvno ulozil svou oblibenou Brownovskou ¢éstici
do minima 2D potencidlu tvaru U(z,y) = C(z® + y?), kde C = 1,0-1072°J - m~2. Po velmi
dlouhé dobé€ se ji tam vydal hledat. Jaka je pravdépodobnost, Ze ji najde ve vzdalenosti mensi
nez d = 50 cm od mista, kde ji odlozil? Tento tikol byl vymyslen v 1été, ¢ili teplota v pokoji na
koleji je T = 40°C.

Lego je jako teoretik rad, kdyzZ md jeho fyzika néjakou souvislost s realitou.

Nakolko medzi odlozenim a hladanim castice ubehla velmi dlhd doba, jej poloha bude urce-
na z Bolzmanovho rozdelenia daného potencidlom a teplotou. Pravdepodobnost, Ze castica je
v bode (z,y) bude tmernd exp(—U(z,y)/(ksT)).

Normalizacnej konstante sa v tomto kontexte zvykne hovorif stavova suma, oznacenie Z.
Dostaneme ju z podmienky, zZe integral pravdepodobnostnej hustoty cez cely priestor sa musi

rovnat 1
/ / exp( (z;y)>dxdy.

Pre zjednodusenie prejdeme do polarnych stradnic, inymi slovami zavedieme si substiticiu z =
= rcosy,y = rsin¢p, ¢o zaroven znamena, ze od obdl#nitkov so stranami dz,dy prejdeme
k obdizni¢kom so stranami r dg, dr. Dosadime tito substitiiciu a zintegrujeme vyuzitim dalsej
substitucie, kedy si exponent substitujeme ako u

o] 2n _ 2 o]
Z = exp cr rdpdr = nkBT exp (—u)du = nkBT[—efu]go = TtM .
o Jo kT 0

C C C
Podobnym spésobom zintegrujeme oblast, pre ktort r < d, len tentokrat je potrebné pri
substittcii k u daf pozor na zmenu hornej medze

1 —Cr?
P(r<d)= // p(r,o)rdedr = 271/ Zexp(kBT>rdr

cd? per
=[—e")gBT =1—e T =0,44.
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Uloha 44 ... s kapkami o zavod 6 bodu

David s Terkou si radi hazi micem. Kdyz bylo léto, dohodili maximéalné 5,0 m. Mi¢ ma po-
lomér r = 15cm a hmotnost m = 300g. O kolik centimetri se bude v absolutni hodnoté
lisit vzélenost, kterou dohodi v zimé? Hustota vzduchu vné mice je v 1été py = 1,12kg - m™3
a v zimé p2 = 1,29kg - m 3. Atmosféra nemd vliv na atletické schopnosti Davida, Terky ani na
vlastnosti mice.

David premyslel, s kym si bude hdzet v desti.

Pri rychlostiach, potrebnych na dohodenie lopty do 5 metrov, uz vzduch okolo nej urcite nebude
prudit laminarne. Z tohto dévodu pouzijeme Newtonov vztah pre odpor prostredia

1
FD = ipUQC'DS7

kde p je hustota vzduchu, v je rychlost lopty, Cp je Cinitej odporu, ktorého hodnota pre gulu
je Cp = 0,47 a S je prierez, teda S = nr?. Sila pésobi proti smeru pohybu.

Potrebujeme si rozlozit pohyb do smerov = a y, tym piddom potrebujeme aj silu rozlozit do
tychto smerov. Sila je imernd v, potom jej z-ové zlozka je imerné vv, a y-ova je imerna VUy.
Z Pytagorovej vety vyplyva, ze rozklad zachovava velkost sily a je intuitivne, ze aj smer bude
zachovany. Potom diferencidlne rovnice pre zlozky rychlosti buda

1
Uy = —=—pCpSvv,
2m

. 1 v
Uy = —%PCDS’U% —g+ %’

kde posledny clen je kvoli vztlakovej sile a V' = 4/37:7"3 je objem lopty. Téato sila je sice zane-
dbatelnd v porovnani s tiazovou, ale uz nie v porovnani s odporovou. Odporucany postup je
vyriesit dané diferencidlne rovnice numericky.

Konkrétne najprv binarne vyhladame rychlost, ktorou hadzu, potom postupne odmeriame
obe vzdialenosti a odé¢itame. Tento kéd predpokladé, ze hadzu pod uhlom 45 stupnov. Taktiez
sme vytvorili kéd, ktory postupne prechadza rézne uhly okolo a vybera ti najdlhsiu vzdialenost,
vysledok sa lisil len o milimeter.

dt=0.0001
g=9.81

m=0.3
S=pix*0.1572
V=4/3%pi*0.15"3
Cd=0.47
rho=1.12

vpod=0
vnad=10

for i=1:20 # binarne vyhladame pociatocnu rychlost, pre ktoru lopta preleti 5m
vx=(vpod+vnad) /2
Vy=vx

x=0
y=0

53




Fyziklani Online 2025 15. roc¢nik 26. listopadu 2025

while y>=0 # lopta leti, kym je nad zemou
v=sqrt (vx*vx+vy*vy) # wvelkost aktualnej rychlosti

vy-=g*dt + 1/2*rho*vy*v*SxCd*dt/m - Vkrhoxg*dt/m # zmena rychlosti v smere

vx-= 1/2*rho*vx*v*S*Cd*dt/m # a v smere z

x+=vx*dt # posuny v priestore

y+=vy*dt
end
if x>5

vnad=(vpod+vnad) /2
else

vpod=(vpod+vnad) /2
end

end
rho=1.29 # zmenime hustotu

vx=(vpod+vnad) /2 # nastavime pociatocnu rychlost ako priemer intervalu,
vy=(vpod+vnad) /2 # ktory sme dostali polenim

x=0

y=0

while y>=0 # a zas ten isty hod
v=sqrt (vX*vx+vy*vy)
vy-=g*dt + 1/2*rho*vy*v*S*Cd*dt/m - V*rho*g*dt/m
vx-= 1/2*%rho*vx*v*S*Cd*dt/m

x+=vx*dt
y+=vy*dt
end
x1=x

rho=1.12 # a s rovnakou rychlostou to hodime pre istotu este raz v povodnej hustote,
# lebo to doleti trocha inak, nez 5m, tak nech sa nam prilis nekopia zaokruhlenia

vx=(vpod+vnad) /2
vy=(vpod+vnad) /2

x=0
y=0
while y>=0
v=sqrt (vX*vx+vy*vy)
vy-=g*dt + 1/2*rho*vy*v*S*Cd*dt/m - V*rho*g*dt/m
vx-= 1/2*rho*vx*v*S*xCd*dt/m
x+=vx*dt
y+=vy*dt
end
x2=x

x2-x1 # odcitame vysledne vzdialenosti

Koéd vrati 0.128, Cize sa musia posuntut blizsie o 13 cm.
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Uloha 45 ... nafukujeme balének reloaded 7 bodu

Pri nafukovani balénku miizeme od jistého poloméru s dobrou presnosti predpokladat, Ze ener-
gie pruznosti roste primo imeérné s pribyvajici plochou povrchu balénku. V této oblasti rozméri
nasel Jirka sviij drive nafouknuty balének, ktery se za tu dobu vyfouknul na polomér 5,0 cm
(balének mé priblizné kulovy tvar). Jelikoz je balének pomérné maly, rozhodl se dofouknout
jej do ptivodnich rozmeéri. Takové nafukovani balénku je ovsem fyzicky naroc¢né. Jirku by zaji-
malo, jakou praci vykonaji jeho svaly, kdyz dofoukne balének maximalnim moznym vydechem.
Uvazujte, ze po nadechu ma Jirka v plicich 5,51 vzduchu a po maximéalnim vydechu mu v pli-
cich zbude 1,51 vzduchu. Predpokladejte, ze tlak i teplota vzduchu v plicich je po celou dobu
stejnd jako v balénku a nafukovéani aproximujte izotermickym déjem (tedy plice a balének cha-
peme jako jednu propojenou nadobu, kde probihd rovnovazny déj). Teplota vzduchu v balénku
je 25 °C a pocatecni tlak 107 kPa. Tato hodnota tlaku je pro situaci pred zacdtkem nafukovdni
(tedy pro izolovany balének), ale i na jeho zacdtku. Tlak v Jirkovych plicich se ustdli tak, aby
byl stejny jako pocatecni tlak v balénku. Praci Jirkovych plic pocitejte az od zacatku nafuko-
vani. Predpokladejte, Ze je prace ddana pouze zménou objemu plic a rozdilem tlaku plynu oproti
atmosférickému tlaku (okolni atmosféricky tlak pomahd plicim pfi stlacovdni plynu).

Jirka ozivil dva roky starou dlohu.

Plati stavova rovnice idedlntho plynu
pV =nRT,
kterou uvazujeme pro celou ,nadobu, tedy spojeny balének s Jirkovymi plicemi o celkovém
objemu
4
V =Vi+ gm"?’ R

kde Vi je objem plic a r je polomér balénku. Pii nafukovani predpokldddme izotermicky déj,
prava strana rovnice bude konstantni. Praci podle ndvodu v zadani pocitame jako

dW = —(p — pa)dVi.

Dodejme, ze nejde o nefyzikalni ptistup. Svalim pii stahovani ,,pomaha“ okolni atmosféricky
tlak. A kdyz si rovnovazny déj, pti kterém probiha nafukovani, predstavime tak, ze plice nejprve
zmens{ objem Vi (¢imz vykonaji praci —(p—pa) dV1) a poté se nafoukne balének. Pri nafukovéni
baléonku kond praci naopak plyn a vyrovna se teplota.

Abychom ziskali praci, musime predchozi vztah integrovat. Zatim neznidme piesny vztah
mezi p a V4. Jeden zpiisob fefeni je uvazit, ze V = Vi + (4/3)nr?, tedy

dvi =dV — 4’ dr.

Dosazenim ziskavame
dW = —pdV + 4nr’pdr + p. dV; .

Prvni élen vede na préci pfi izotermickém déji, druhy ¢len miizeme prepsat jako zévislost p(r)
a treti ¢len lze integrovat rovnou jako

/pa dvi = pa(vlf - ‘/11) = _paAV17

kde AV;, = 41 je zména objemu plic, index ¢ oznacuje poc¢ateéni stav a index f stav konecny.
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Prace v izotermickém déji je urcena jako

W= nRT ™ = —nrTm Y
i Vi

V této rovnici ¢len nRT spocitame z pocateéni podminky, nebot zndme pocatecni tlak i objem
nRT = p;V; =645].

K vypoctu prace potom zbyva urcit konecny stav. K tomu vyuzijeme stavovou rovnici. V ni
vsak méame dvé nezndmé p a V (zndme koneény objem plic, ale ne polomér balénku). Musime
tedy pridat dalsi rovnici. Tou bude zavislost tlaku na poloméru, kterou odvodime ze zadaného
pruzného chovani bal6nku.

Vime, ze zvétseni plochy balénku o dSE vyzaduje vykonani prace dWs proti silam v balénku,
proto plati

dWs =odS = Snor? dr,

dodand energie musi byt tmérnd zméné plochy, jak je napsino v zadani.

Stejné tak lze praci vyjadrit pomoci tlaku. Balének m4 kulovy tvar, vyslednice sil v balénku

proto pusobi smérem ke stfedu balénku (balének se snazi zmensit). Pfi zvétseni balénku o maly
polomér dr je vykonana préce

dWe =F -dr =p2- S -dT:p2‘4TET'2d7‘,

kde p2 je tlak zpusobeny balénkem pii poloméru r. Pri Gpravach jsme vyuzili toho, ze dr je
malé, takze se pri nafouknuti o Ar sila F' a plocha S zméni zanedbatelné malo, tj. muzeme
zanedbat cleny O(dr?).

Porovnédnim obou rovnic dostaneme

P2 “Anr?dr = o - 8xr? dr,

odkud méame zavislost tlaku na poloméru

p2 = —.
r

Je treba uvédomit si, ze predchozi rovnice jesté nevyjadiuje tlak vzduchu uvniti balénku.
Na vzduch totiz kromé balénku pusobi jesté atmosféricky tlak p, = 101325 Pa. Celkovy tlak
vzduchu je potom p2 + pa.

Ze zadani zndme pocateéni tlak p; a polomér r;. Odtud uréime konstantu 20 jako 20 =
= (p; — pa)ri- Nyni tedy mizeme integrovat i zbyvajici ¢len v rovnici pro dW

T 4
/4m'2 (pa +(pi - pa);’) dr = gn(ry = ri)pa + 2mri(rF = r1)(pi = pa)
diky ¢emuz vyjadiime praci

4
W = —nRTIn % + gn(r? — r?)pd + 27:7“1-(1"]% — rf)(pi — Pa) — PaAVL.

(3

4Plocha dS je infinitesimalné mald, i kdyz by vztah pro préaci platil i pro koneénou AS
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Zbyva tak urcit polomér baléonku na konci. K tomu vyuzijeme stavovou rovnici pro findlni stav
T4 4 3
o+ (pi —pa)— | (Vis + gmry ) =nRT,
rf 3

kde Viy = 1,51 je finalni objem plic. Tuto rovnici nyni musime vyfesit numericky pro polomér 7y,
¢imz ziskame dvé feSeni. Nas zajima jen to, které je vétsi nez pocatecni polomeér, tj. ry = 10,4 cm.
Poznamenejme, ze efekt pruznosti balénku je zde ve skute¢nosti pomérné maly, pokud bychom
klicovy ¢len v rovnici zanedbali, vyslo by 10,5cm. Zbyva dosadit do rovnice pro préci, ¢imz
ziskdme vysledek W = 14 J.

Uloha 46 ... pruZina s magnetem 8 bodu

Méjme pruzinu o tuhosti k = 50,0mN-cm ™! visici ve vertikdlni poloze, na pruziné je pripev-
nén magnet o hmotnosti M = 110 g a magnetickém momentu m; = 2,00 A-m?, ktery zdroveri
funguje jako zavazi. Na desce pod magnetickym zavazim se nachézi jiny magnet o magnetic-
kém momentu my = 10,0 A-m?. Spoététe periodu malych kmitii za predpokladu, e magnety
jsou zanedbatelné velikosti, a tudiZ je miizeme povazovat za magnetické dipély a pohybuji se
dostatecné pomalu, takze miizeme veskeré ztraty zanedbat. Magnety jsou orientovany takovym
smérem, ze se vzajemné odpuzuji, a magnet, ktery plni roli zavazi, je presné takovy, Ze se
vychyleni pruziny nezméni po jeho zavéseni.

Magnety se pritahuji a vztah mezi nimi muze byt © harmonicky.

Zacneme tak, ze problém zasadime do souradného systému. Nechf x znaci vertikalni souradnici
a pocatek soustavy uvazujme v klidové poloze zavazi. Znaménkovou orientaci x zadame tak, aby
kladna ¢ast osy smérovala smérem doli, tedy tihova sila méla kladné znaménko. Pak h¢ je po-
catecni poloha zavazi nad brzdnym magnetem. Pro magnetickou silu dvou magnett v zavislosti
na vychyleni x plati

3,LL() mimes
()= ———+. 11
m( ) 21 ( hO _ CL‘)4 ( )
Nyni sestavime pohybovou rovnici. Vyslednice sil je sila M&, kterd bude mit pii stlaceni
dolu stejné znaménko jako tihova sila, tedy dostaneme

Mi=Mg— Fn(x) —kr = Mi+ Fn+kx=Mg. (12)

Jesté pred tim, nez zacneme sestavovat rovnici harmonického oscildtoru, spoc¢teme velikost
podatedni polohy ho. To udéldme tak, ze v rovnici ([l4) jenom polozime Mi = 0 a x = 0
a dosadime vztah pro magnetickou silu (L), ¢imz dostaneme

3o mims 3pomims
0=Mg— Fn(0 = Mg=— = ho=¢{/+t—— 13
9= Fu(0) 97 on g ° T\ T 2rMy (13)

Nyni vyjadfime rovnici harmonického oscilatoru. Zacneme tak, ze dosadime vyraz pro Fi,, ktery
je uveden ve vztahu (L)), do vztahu (l2) a podélime hmotnosti. Tim dostaneme vztah

3o mame k
1 + Ml’ =g

v 2nM (ho — x)

(14)
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Protoze pocéatek souradného systému je v_rovnovazné poloze zévazi a jednd se o malé kmity,
plati, ze |x| < ho. Proto, abychom rovnici ([L4) dostali do tvaru rovnice harmonického oscildtoru,
musime provést aproximaci virazu (ho — x)~*. Tuto aproximaci provedeme pomoci Taylorova
polynomu. Definujme f(x) := (ho — 2)~*. Vidime, Ze 0 nalezi definiénimu oboru funkce f(z),
tedy muzeme Tayloriv polynom ukotvit v bodé 0. Mame tedy, ze

1 ~F(O)P , F(0) o, fO)
10) = Gy—gys = o) = 2 Tt e S+

Diky aproximaci budou vSechny ¢leny polynomu s exponentem vétsim nez 2 zanedbatelné. Tudiz
staci spocitat derivaci f'(0).

1 1 _5 1 4x
—_— —4 — -1 = —+ —.
(ho — x)4 ha +( (ho ) ( ))lO-T h% + hg

Toto dosadime do vztahu (@)

3 1 4 k
+Mom1mz< N w)+m_g N

otM \hE " Ry) M
.. 60m1me k _ 3uomime
v ( MRy M> 9T TonMng

Nyni dosadme za ho ze vztahu (@), ¢imz dostaneme rovnici

. ./ 2nMg ﬁ -
4+ (491 / Sominms + 27 E= 0 (15)

Kdyz rovnici (@) porovname s rovnici harmonického oscilatoru, kterd je i + w?z = 0
dostaneme, ze

2
w2:4i: 4g4 M+£ = T = 2n (16)
T2 3/.L0m1MQ M /
4g4 _ 2rnMg _’_ﬁ
3uomimea M

Nyni uz zbyvéa jenom do vztahu (@) dosadit a zjistime, ze
T =0,233s

Timto jsme hotovi.

Uloha 47 ... svétlo pod vodou reloaded 9 bodu

Meéjme bodovy zdroj nepolarizovaného svétla zarictho do vsech sméri. Zdroj je ponoreny
v hloubce h = 1,00 m pod (dostatec¢né rozlehlou) klidnou vodni plochou. Kolik procent z4fivého
vykonu se prenese nad hladinu? Index lomu vody je n; = 1,33; index lomu vzduchu je n, =
= 1,00. Predpokladejte, Ze voda zadnou cast svétla neabsorbuje a uvazujte presnou hodnotu
transmisnich koeficientii. Petrovi se libil graf.
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Stejné jako v aproximativni verzi tlohy budeme potiebovat Fresnelovy koeficienty, a to v am-
plitudnich i intenzitnich verzich

2n; cos 0;
by = ;
n¢ cos 0; + n; cos 0
: 2n; cos 0;
| =
n;cos@; +nscosl;’
n¢ cos O 9
Ty = ———tyI",
n; cos 0;
1t cos 0y 9
T, = —t.]".
n; cos 0;

Protoze pracujeme s nepolarizovanym zdrojem, pro ktery plati I = I, = %I, miuZeme psat
L=Y(m 1)1,
2

Intenzita je svételny vykon vztazeny na jednotku plochy. Protoze se ndm vykon (resp. energie)
zachovava, plati pro intenzitu (resp. pro velikost Poyntingova vektoru |S]|) ve vzdalenosti r od

zdroje
P

4nr?
Pro prichod svétla rovinou navic musime uvazit pouze velikost Poyntingova vektoru kolmou
na ni, tedy

=18 =

P
SJ_ = mcosﬂ,

kde ¥ je tihel mezi Poyntingovym vektorem a normélou na rovinu.
Déame-li vSechny vysledky vysSe dohromady, mizeme pro diferencidl proslého vykonu dP;
psat

P cost
2mr2

dP; = n;n cos B¢ cos 6; ( ! + ! )2> ds.

(n¢ cosB; + n; cos 9,5)2 (n; cos0; + ny cos by

Popisme si hladinu poldrnimi souradnicemi s pocatkem v pruniku hladiny s osou prochézejici

zdrojem. Plati
h

kde p je polarni soutadnice danéd vzdélenosti od osy. Pro kosinus thlu dopadu plati
h

cost =

cos@; =

Ze Snellova zdkona (n; sin 6; = n, sin 6;) mame pro kosinus thlu prichodu

n?  p?
0 = 1 - 72 T a . 14 *
cost n? p? + h?

59



Fyziklani Online 2025 15. roc¢nik 26. listopadu 2025

Vse muzeme nyni dosadit do vztahu pro dP;. Po prendsobeni jakobidnem polarnich souradnic p
a integrovani v soufadnici ¢ (tedy po vynésobeni 2r) méme

_ P o o o n; 1
dPt(P)fW’lP h? +p - 3+

Nyni bychom prosly vykon radi integrovali. Analyticky ptilis nemédme Sanci, zvolime proto cestu
numerické integrace. Opét vyuzijeme toho, ze nemusime integrovat az po p jdouci do nekonecna
ale jen po pmax = R, pri kterém je dosazeno mezniho Ghlu. To stejné jako v aproximativni verzi
tlohy spocitdme ze vztahu pro mezni thel a mame

hnt
R= 2 2’
n; —n;
hnt
AN 2 2
ny —ng

My budeme vztah pro prosly vykon P, integrovat v Pythonu s pouzitim nasledujiciho kédu:

N = 100_000

def sqrt(x):
return x ** 0.5

def support_function(h, ni, nt, rho):
return( sqrt( h**2 + rho**2*(1-(ni/nt)**2) ) )

def dPt(h, ni, nt, P, rho):

return( (P*ni*nt)/(rho**2+h%%2) *%(3/2) *h**2%rho*
support_function(h, ni, nt, rho)*( 1/(nt*h+ni*
support_function(h, ni, nt, rho))*x*2 +
1/(ni*h+nt*support_function(h, ni, nt, rho))**2 ) )

rho_min 0
rho_max = (h*nt)/sqrt(ni**2 - nt*x2)

def integrate(h, ni, nt, P, rho_min, rho_max, n):
delta_rho = (rho_max - rho_min) / n
total = 0
for i in range(n):
rho = rho_min + (i + 0.5) * delta_rho
total += dPt(h, ni, nt, P, rho) * delta_rho
return total

result = integrate(h, ni, nt, P, rho_min, rho_max, N)
print(result)
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Takto ziskame celkovy vysledek
P

¥l =15,8% .

Na zavér jesté podotknéme moznost vsimnout si, ze P; nezavisi na hloubce h, ve které je zdroj
ponofen. To si mizeme ovérit tim, ze parametr h lze z integralu, kterym pocitdme Py, vyloudit
substituci p — p/h.

I;/P (m~?%)

-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

z (m)

Obrézek 4: Graf transmitované intenzity I; v zavislosti na poloze na hladiné.

Uloha 48 ... termodynamicka loterie 8 bodil

Dva Maxwellovi démoni, Elenka a Tomés, pracuji v korporaci s ndzvem ,,Ensembles Ltd.”. Jejich
ulohou je najit urcité mikrostavy. Oba maji rovnovazny izolovany systém sestavajici z idedlniho
plynu s poétem jednoatomovych ¢astic N = 1,00 - 107, ktery je uzavieny v krabici o objemu V.

Oba nahlédnou do své krabice a zkontroluji, zda je systém v pozadovaném intervalu mik-
rostavi. Pokud ano, jsou tyto krabice rychle zaslané zakaznikiim. Zaméstnanec s vyssim poctem
odeslanych zakazek dostane povyseni. Elenka uz dané povyseni chce dlouho, a tak o trosku za-
hrédla Tomdsovu krabici (preci jen je démon).

Predpokladejme, Ze hledany interval mikrostavi je pro oba stejny a ze kazdy mikrostav
kompatibilni s danymi makroskopickymi velicinami je stejné pravdépodobny. Déle, Elencina
krabice ma teplotu T, =T a Tomé&sova krabice ma teplotu Ty = 1,000017". Jakou hodnotu m&
pomér pravdépodobnosti, Ze se Elenka podiva a najde pozadovany mikrostav, ku pravdépodob-
nosti, ze se podivd Tomds a najde hledany mikrostav? Uvazujte klasicky pripad (T a N jsou
dostatecné velké).

Marek J. chce byt Mazwellovym démonem.
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KTucova schopnost Maxwellovho démona je vnimat svet na dvoch trovniach — mikroskopickej

a makroskopickej. Makroskopicka troven je zndma aj ndm, ludskym bytostiam. Makrostav je
v tomto pripade sibor fyzikdlnych veli¢in vyndrajicich sa z mnozstva Castic pokope (respektive
v krabici), ktory nejakym spdsobom charakterizuje stav nasho systému. Su to tlak, teplota,
objem, hustota. ..Zamyslite sa nad tym ako tieto veli¢iny striacaju zmysel, ked sa na krabicu
s plynom pozerame blizsie a blizsie a vo velmi kratkych okamihoch, skratka z pohladu castice.
Bodovt ¢asticu vieme charakterizovat jej polohou a hybnostou (dve trojice ¢isel), potom sme
v rdmci klasickej mechaniky (napriklad v re¢i Newtonovych zdkonov) plne popisali jej stav
(méme vsetky potrebné informdcie na popis vyvoja tejto Castice). Mikrostav je teda stibor
poldh a hybnosti vSetkych Castic (inymi slovami bod v 6N dimenziondlnom priestore). Kolko
mikrostavov je dostupnych systémom /krabiciam plynu zo zadania?

Kazdé castica sa méze nachadzat len v objeme krabice a podobné obmedzenie médme aj na
hybnosti castic, pretoze plynu prislicha urcitd konstantna hodnota energie £ = Ef-vzl(pfm +
+ pfy + p2.)/2m (hodnota uréend s nejakou presnostou). Po chvilke premyslania v 6N dimen-
ziondlnom priestore si uvedomime, Ze sme prave popisali hypertrubku/hypervalec, ktory ma
v sebe dutinu. Mozné mikrostavy, ktoré potrebujeme uvazovat maju teda nejaky konecny ob-
jem v priestore stavov. Tento objem vSak stéle predstavuje spojite/nekonec¢ne vela mikrostavov.
S tymto sa fyzici vyrovnali tak, ze tento objem diskretizovali — nakrajali na malé kocky a pocet
moznych mikrostavov predstavuje pocet tychto kociek® My sa ale nad tymto nebudeme moc
trapif, pretoze v zadani hovorime o pozadovanom intervale mikrostavov p, a ¢i je tento interval
spojity alebo diskrétny v nasom pripade nehrd az takd rolu. Pravdepodobnost ndjdenia mik-
rostavu z daného intervalu a za predpokladov zo zadania je tak pomer medzi tymto intervalom
a celkovym poétom/objemom mikrostavov, ktoré méze systém nadobudnit Q:

I3
Pl ep) =14 (17)

Nas zaujima pomer pravdepodobnosti kto najde dany mikrostav
P(Elenka) Qg
P(Tomas) Q'

kde sa interval mikrostavov vykrétil (takisto ako diskretizdcia objemu v stavovom priestore).

Hladany pomer objemov mézeme vypoditat priamo (integrovanim v 6N dimenziondlnom

priestore) alebo pouzit termodynamiku (makroskopické zakony) a jej prekladovy slovnik z (a do)

mikroskopickych zdkonov: Statistickt fyziku (mimochodom tak trocha kombinécia oboch pristu-

pov je k dispozicii napriklad tu: https://en.wikipedia.org/wiki/Gibbs_paradox#Calculating |

the_entropy_of_ideal_gas, _and_making_it_extensive). Zo Statistickej fyziky ndm bude tre-
ba Boltzmannov vzfah pre entropiu:

S(N,V,U) = kIn(Q(N,V,U(T))), (19)

kde k je Boltzmannova konstanta a U je vnutornd energia plynu, pricom v nasom pripade

plati U = 3NkT/2. Dalsi kltiCovy vztah je rovnica pre entropiu idedlneho plynuf:

V (2mmk T\*?\ 5
S =Nk |In —(*) +<-]. 20
N h? 2 (20)
5Ked zaéneme s kvantovo-mechanickym popisom tak v klasickej limite zistime, #e objem tychto kociek je
Planckova konstanta na tretiu.
Je to dosledok Heisenbergovho principu neurcitosti, nakolko v rdmci tohto objemu uz nie sme schopni hovorit

o roznych stavoch.
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Sackur-Tetrode_equation

(18)
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Pre termodynamické odvodenie (@) pozrite napriklad klasickd uéebnicu Thermodynamics and
an Introduction to Thermostatistics od H. B. Callena a kapitolu ,,3.4 The Simple Ideal Gas
and Multicomponent Simple Ideal Gases“ (my ale vieme ze stile ide o logaritmus objemu
kompatibilnych mikrostavov).

Kombinéciou vztahov (E)7 (@), (@) dostédvame pre hladany pomer vyraz:

Q _
Q% _ o(Se=5e)/k

Potrebujeme teda uz len vyjadrif rozdiel entropii, pricom dva systémy sa liSia len teplotou:

3 T,
Si— S, = 2Nkln(Tc) .

Pre hladany pomer pravdepodobnosti tak dostaneme

P(Elenka) (ﬂ>3N/2 aN/2 - 65
— == = (1,000 01 =1,39-10"".
P(Tomas) Te ( )

Vidime, ze aj ked Elenka zmenila teplotu Tom&asovho systému len o trochu, a castic je
pomerne méalo (v porovnani s 10%®), tak tato zmena viedla k obrovskému mnozstvu novych
mikrostavov v Tomédsovom systéme, a Elenka takmer urcite ziska dané povysenie.

Uloha 49 ... velky metronom 9 bodu

Meéjme metronom tvoreny dvema tycemi. Delsi je homogenni a ma délku L = 25,0 m a délkovou
hustotu A = 100kg-m™! a je na jednom svém konci upevnénd v bodé, okolo kterého se miize
volné otacet. Kratsi s délkou | = 10,0m je nehmotna a pripevnénd svym hornim koncem
uprostred delsi tyce tak, Ze se okolo bodu spojeni miize volné otacet. Vzdy vsak prochazi
bodem, ktery se nachazi ve vysce h = 11,0m nad bodem, kde je uchyceny spodni konec delsi
tyce (muze se tedy okolo tohoto bodu nejen otécet, ale i klouzat). Na druhém konci kratsi tyce
je zavazi s hmotnosti M = 2,00t. Jaka je perioda malych kmiti?

Obrazek 5: Schéma metronomu.

Lego byl u prazZského metronomu.

Pocitat tuto ulohu cez sily by bolo zbyto¢ne narocné kvoli bodu, kde je kratsia ty¢ podopreta.
Prist na to, akou silou pdsobi a kam, by bolo sice zaujimavé, ale komplikované. Nehovoriac
o bodoch, okolo ktorych sa tyce otacaji. Neostava nam teda nic¢ iné, ako to spocitat cez energie.
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Oznacime si uhol, o ktory je vychylend dlhsia ty¢ oproti zvislému smeru, ako ¢. Jej hmotnost
je m1 = L\ a nachddza sa v jej tazisku, ¢ize na kruznicovom obliku vo vzdialenosti L/2 od
bodu, okolo ktorého sa ty¢ otdca. Jej potencidlna energia potom bude Ep1 = (g/2) L%\ cos ¢.

Jej moment zotrvacnosti dostaneme z momentu zotrvacnosti homogénnej tyce okolo jej

krajného bodu ako

1 2 1,3
I=-miL”==-)\L".
3m1 3

Potom jej kinetickd energia bude
1 1. 3.
Engmﬁzam%?

Zlozitejsi je pohyb kratsej tyce. Popisat ho vSeobecne by bolo naozaj naro¢né, lenze nam
sa staci zamerat iba na malé kmity. Pre malé vychylky ¢ < 1 m6zZeme rozvinit sinus a kosinus
ako sin ¢ & @, cos p ~ 1 — p?/2. Nasledne stradnice stredu dlhej tyce st

L L 2
“Nz%“”2<_2>'

Spocitajme vzdialenost medzi stredom dlhsej tyce a bodom, ktorym je kratsia ty¢ podopreta.
Klasicky pouzijeme Pythagorovu vetu, akurdt so zanedbanim viacerych faktorov. Stradnice
bodu, ktory podopiera kratsiu ty¢, st [0, h]

2
2 o m? et (L L (£ )2
= (y1—h) +551—(2 5 + 2%)
L 2 L L o L%*p? L 2 L ,
=(5-1) ~(5-n) 58+ =(5 1) +r3¥"

teda,

L 2 L L hi L hL
— = _ 2= (2= "2 2 (2 e 2
by J(5-) enke = (L) b= (50

Oznacme este

lo = l1|(P:0 = % —h.

Teraz si mozeme spocitat vysku zavazia, ktoré je na konci tyce, v zavislosti od ¢. Konkrétne
si oznac¢ime Ay vyskovy rozdiel, o ktory je zdvazie nizsie voc¢i bodu, o ktory je ty¢ podopreta.
Potom jeho y-ova siradnica bude y2 = h — Ay. Nakolko je ty¢ rovnd, vyuzitim podobnosti tro-
juholnikov mo6zeme dat do rovnosti pomer diiky tyCe nad tymto bodom k vzdialenosti horného
konca nad tymto bodom (y; — h), a pomer dizky pod tymto bodom k Ay

L l-4

lo —
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Venujme sa dalej poslednému zlomku

hL 2 1l—l0—%§02

l—lo—m€0 1
lo + =02 lo 1+%<p2
=1l AL 2<1 l*lo)_lflo hLl o

o 427 o

o 4B

Dosadime spat

L\ 11 hLl
Ay = <10_4p> 0 T2

22 ) 1, 4B
SO A 7 Ve B ek
STz i, 7

a vysledok dosadime do nasej substitticie pre vysku zdvazia yo = h — Ay.

L WLl 51—y o
)
=g ol et e

Vidime, ze pre ¢ = 0 dostdvame vysku L/2 — [, ¢o sedi. Zo zvysku mézeme spocitat prispevok
k zmene potencidlnej energie od zavazia na konci

1 WOl 11
Ep2=MgAyz(s0)=2Mg( 0>902-

w2 T

Co sa kinetickej energie zdvazia tyka, je tento smer zanedbatelny, pretoze ovela viac sa bude
hybat v smere osi z. Z podobnosti trojuholnikov si vyjadrime x2

L l-b

X1 —xz’
L -4

—xo = —¢p

2 I

Za dany zlomok mézeme dosadit vyraz z predchiadzajicej ¢asti. Dokonca vieme, Ze nds nemusi
zaujimat ¢len s p?, takze nam stadi dosadif nulty rad

B O ey
2T, Y

kde znamienko minus hovori len o tom, ze dand vychylka je v opacnom smere. To nas vsak
nemusi trapit, nakolko je pre néds dolezity stvorec rychlosti v zavislosti od casovej derivacie ¢

vQ*L—Q(l_ZO)ZQ
R PR

Z toho dalej dostaneme kineticki energiu zavazia ako
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Potrebujeme este dostat E,1 do analogického tvaru. Zaujima nés iba zmena potencidlnej
energie v porovnani so stavom ¢ = 0, a konkrétne iba druhy ¢len jej Taylorovho rozvoja, ¢ize
rozvinieme kosinus a mame:

1 2 1 1
ABp1 = Epi (@) — Ep1(0) = =gL?A [ 1= 2= ) — 2gL?A = ——gL?\p°.
2 2 2 4
Znamienko minus vo vyraze je opat dolezité a zaroven pochopitelné: ¢ = 0 by bola pre samotni

ty¢ labilna poloha.
Spocitame celkovil potencidlnu energiu

1 hLl l —lo 1.5 2
By = ABEpy + Epo — =g | M2 4 M ),
P pl p2 2 < 2[2 210 2 A) ’

¢ize dostavame ,efektivnu tuhost*

hL I—lo 1.,
M2 L ML L
et ( 2z T 2 2 A)

ako tuhost pre premennu ¢, takze ju dostdvame v inych jednotkéach ako klasickd tuhost.
Obdobne z kinetickej energie ziskame efektivnu hmotnost

2 4

L2 (1—1)?
o= M0
Mt =M TR

1 L2 (1—1)> 1, 3.
Ex = Exa + B = = (M( o) 3AL3> @
1,3
—AL”.
+ 3
T4 rovnako nebude v kilogramoch, dolezité je len to, ze ,efektivna tuhost a hmotnost“ prisl-

uchajui Specifickym premennym, ¢ize v naSom pripade ¢ a ¢).
Vysledky dosadime do vzorca pre peridédu oscilatora

1 MEZ® 1

T =2n et _ T
ket th; + MLl o — 112X
T JZI (1=10)* lo) +1 ISy
T=om 2|~ = 5,655,
g\ Mg + i S0 — 1LX
Uloha 50 ... nabit4 obru€ v kouli 9 bodi

Meéjme dutou idealné vodivou kouli o poloméru R = 9,0m. Do jejiho stfedu umistime bodovy
naboj @ = 6,0nC. Dale do koule umistime kruhovou obruc¢ o poloméru p = 7,0m tak, aby jeji
osa prochazela stredem koule a aby vzdéalenost stredu koule a stredu obruce byla r = 5,0m.
Obrué je rovnomérné nabitd linedrnim nabojem A = 3,0uC-m™'. Na tisecku spojujici stied obru-
¢e a stred koule umistime testovaci ndboj s pomérem nédboje ku hmotnosti ¢/m = 0,30 C-kg™*
(uvazujeme, ze neovlivni rozlozeni ndboje na kouli) a nechdme ho ustdlit v rovnovazné poloze
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uvnitr koule. Testovaci naboj nyni nepatrné vychylime — jaka bude perioda malych kmita T'7
Petr varioval ulohu z Fyzikldni.

Abychom mohli tilohu zadit fesit, musime si nejdrive uvédomit, co znamena, ze je koule (idedlné)
vodiva — umistime-li dovnitf koule externi naboj, veskeré ndaboje na ni se premisti tak, aby
byl celkovy potencidl na ni konstantni. To ovSem znamend, Ze se na kouli vytvori nabojova
hustota, kterd bude mit vlastni elektrické pole. Klasickym trikem elektrostatiky pak je, ze
u jednoduchych objektt, jako je rovina nebo koule si tcinky tohoto pole muzeme ,simulovat®
vlozenim fiktivniho nédboje jisté velikosti do jistého mista. U koule muzeme fiktivni ndboj nalézt
kulovou inverzi. Mame-li uvnitt vodivé koule o poloméru R ve vzdélenosti [ od stfedu néboj g,
je spravnym fiktivnim nédbojem naboj o velikosti
, R

q = _7q7

nachézejici se ve vzdélenosti
R2
Tl
od stfedu koule na ose spojujici stred koule a ndboj ¢. Elektrickou intenzitu v libovolném bodé
koule pak uréime pouze zapoctenim prispévki od vSech skuteénych a fiktivnich nabojut
N&aboj uprostred koule je vici jejimu povrchu symetricky umistény, tedy na ném budi kon-
stantni ndbojovou hustotu automaticky (a jelikoz koule neni uzemnénd, tato konstanta musi
byt 0) — mame tedy $tésti a trik s fiktivnim ndbojem pro tento pfipad nepotiebujeme.
U obruce se jiz bez fiktivnich ndboji neobejdeme — kulovou inverzi nalezneme fiktivni obruc.
Predstavme si, ze je obruc slozena z nekonecné malych nadboji dg = A dl umisténych ve vzdéle-

ll

nosti [ = /72 + p? od stfedu koule. Ty muzeme invertovat, ale zadroven musime brat v ivahu,
7e se obru¢ natdhne, ¢imz se zmensi ndbojova hustota

——L£ _dq
G dq' \r2+p? - Rp

- - - _ A,
dr %dl P\/r2 + p2
kde P jsme si oznacili polomér fiktivni obruce. Vzdalenost jejich bod od stfedu je
R2
/r2 & p2 ’

Napisme si nyni elektrické intenzity na ose obruce prochazejici stfedem koule. Pro naboj @
ve stfedu intenzitu ziskdme jednoduse pouzitim Coulombova zdkona

__1 @

Ieg 22

L=

1

kde z je vzdalenost od stfedu na ose. Intenzita buzend na ose obru¢i bude malinko kompliko-
vangjsi. Coulombuv zdkon muzeme pouzit pro jednotlivé nédboje dq,

1 A

dE; =
> 7 Umeo p + (r—2)?

di.

“Tyto dva vztahy miuzeme odvodit pouze pozadavkem na konstantni potencial na povrchu koule.
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Celkovou intenzitu pak ziskdme preintegrovanim pres celou obru¢. Ovsem, integraci si muzeme
zjednodusit dvéma fakty. Zaprvé, ze symetrie na ose plyne, ze veskeré prispévky k intenzité
buzené obruc¢i kromé toho ve sméru osy se navzajem vyrusi. Tedy staci brat intenzitu ve sméru z

dFE>,. = dF>cos?,

kde

r—z
Zadruhé, prispévek od kazdého dgq je az na smér stejny, coz nadm integraci ve sméru z zjednodussi
na prosté nasobeni faktorem 2np. Celkem tedy
_ A plr==2)
2 — 250 (P2 + (7,, _ 2)2)3/2 .

cost =

Analogicky muzeme urcit prispévek k celkové intenzité od fiktivni obruce. Pfedtim, nez napi-
seme vyslednou intenzitu, poznamenejme si vzdélenost fiktivni obruce od z, kterou oznaéime d
a polomér fiktivni obruce P:

R*r
dzm_z7
p— Rp
_r2+p2’

Vyse uvedené vztahy jsme odvodili s vyuzitim podobnosti trojihelniku tvorenych plochou sku-
te¢né obruce a osou a plochou fiktivni obruce a osou. Celkovy pfispévek k intenzité od fiktivni
obruce je pak

5 A Rp R*r —z (7“2 + p2)
3= "5
20 (7’2 + ,02)3/2 R2p 2 R4p2 3/2
(r2+p2 72) + (r2+p2)2
ARp (7“2 + ,02)3/2 R%*r — 2z (7‘2 + p2)
2¢e0 ((RQT _ Z(TQ +p2))2 +R4p2)3/2 .

Celkova intenzita na ose je pak
E=F+ E; + Es3,

rovnovaznou polohu zo nalezneme feSenim rovnice E(zp) = 0. Vysledné algebraické pekli¢-
ko doporucujeme resit numericky, napf. v Pythonu — my jsme naptiklad pouzili funkei bisect
z modulu optimize z knihovny scipy. Takto ziskdvame kofen

zo = 3,383 m,

tedy rovnovazna poloha testovaciho ndboje se nachézi néco pres tfi metry nad stifedem koule
na ose obruce.

Jak nyni nalézt periodu kmitt? V prvni radé si napiSeme pohybovou rovnici testovaciho
naboje v poloze z:

mé = qE(£).
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Zde jsme si pro zjednodusSeni zdpisu zavedli novou proménnou £ = (z — 2z0) (povSimnéme si, ze
libovolnd derivace £ se rovnd prislusné derivaci z, nebot 2o je konstanta). Pokud bychom méli
linearitu, tj. E(£) = —¢&, kde ¢ je n&jaka kladna konstanta s jednotkou V-m™2, méme vyhrano,
nebot bychom mohli pohybovou rovnici upravit do tvaru

é+2Lec—o,
m
coz je shodné s rovnici harmonickych kmita
iE+wiz=0.

Periodu T' pak ziskdme z kruhové rychlosti w zndmym vztahem 7' = 2n/w. Intenzita E sama
o sobé linearni neni, ovSem, pro malé vychylky ji mizeme rozvést do Taylorovy fady a vzit prvni
dva ¢leny. Nejjednodussi je udélat numerickou derivaci, ale mizeme si to spocitat i analyticky.
Rada m4 tvar

_ o
oz

Z0 Z0

B(z) = E(0) + 92| (2= 20) + 0 (2 - 20)°)

5, (z—z0)+o((z—zo)2) ,

kde prvni ¢len je nulovy, protoze rozvijime okolo rovnovazné polohy. Derivaci intenzity podle z
spocitame jako soucet derivaci dil¢ich intenzit:

0B, 1. Q
0z  2meg 23
OE>  Ap 2(r —2)* = p?

W 2e0 (pQ + (7" . Z)Q)*’

0Bs A Rp 2
9z 20 (r2 4 p2)°/2 (

oB _omy 0B, op;
8z Oz 0z 0z

Pro vycisleni derivace v bodé zp muzeme opét pouzit Python. Ziskdvidme mezivysledek

%—E = —753V-m~ 2 respektive € =753V-m 2.
z |,
Periodu T pak spocitame jako
T=_2 (a5
e
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Uloha 51 ... velikonoéni 8 bodu

Kuba byl o Velikonocich tspésny, a tak se na konci jeho pomlazky se nachazel tézky shluk
masli. Jak tézky byl tento shluk? Pomlazku povazujeme za dokonale tenky nehmotny homogenni
prut délky | = 1,0m (s konci A a B) a tuhosti v ohybu K = 0,80 N-m?; pomldzka se pii jejim
svislém drzeni za konec A (pri¢emz masle jsou privazény ke konci B) od vertikélni osy odklonila
o tihel 6y = 45° a tecna na konci pomlazky B svirala s vertikdlou thel 6y, pricemz tecna na konci
pomldzky A byla svisld. Tuhost v ohybu (angl. bending stiffness) je definovdna vztahem T =
= K &, kde T je vnéjsi moment sily a k zakriveni prutu.

Kubu inspirovalo tradicni tyrdni Zen.

Necht je pomlazka v klidu umisténa tak, ze se jeji upevnény konec nachazi v pocatku sourdni-
cového systému A = (0,0) a jeji volny konec v bodé B = (0,1). Pomldzku si mizeme rozdélit na
infinitezimalni délkové elementy konstantni délky ds ohrani¢ené body Ay a Ag41, které se budou
chovat jako nehmotné tuhé tyce. Index k roste od upevnéného konce k volnému, tedy Ao = A.

Pii deformaci se body Ay zobrazi do bodii A}, ¢imz mezi elementy vznikne nenulovy thel.
Oznacime si dry = A}, — Aj). Element E; (tedy element s vektorem dry) zfejmé pisobi na
element Eiy1 néjakou reakéni silou Ryy1. Mimo tyto reakéni sily vSak na elementy pusobi
uz jen Cisty moment sily zpusobeny elastickou odezvou nenulového tthlu mezi elementy. Na
element Ej tak pusobi sila Ry v bodé Ay od elementu E;_; a zaroven na néj pusobi sila —Ry41
od elementu Eg41. Z prvni impulsové véty tedy pro element Ex plyne

Riy —Ri41 =0. (21)

Zaroven vime, ze na volny konec zddné reakéni sila nepusobi, naopak tam pusobi externi sila F'.
Zde tedy plati
R, +F=0, (22)

kde n je index posledniho elementu. Kombinaci vztaht (@) a (@) dostévame, ze Ry = —F pro
vSechna k.

Nyni uvazme momenty sil pusobici na element Ex vzhledem k ose otdceni v bodé Ay.
Na element pusobi moment sily 7% zpusobeny elastickym ohybem v bodé Ay a také moment
sily —7r41 zpUsobeny elastickym ohybem v bodé Ax41. Jelikoz oba momenty jsou ¢isté (tedy
jejich i¢inek nepisobi na element zddnou celkovou vngjsi silou), jsou vektory 74 stejné vzhledem
k libovolné ose otaceni.

Daéle na element ptisobi moment sily vyvolany reakénimi silami Rr a —Ry41. Prvni z nich
m3 ale k ose v bodé Ay, nulové rameno a nijak tedy nepfispiva. Druhd véta impulsova tak celkem
rika

Tk — Thk+1 — dI‘k X Rk+1 =0.

Elementarni vektory dry musi mit vSechny stejnou velikost ds, kterda odpovidé délce jednoho
elementu na klidové pomldzce (elementy se nedeformuji, pouze natici, nebot zanedbdviame
pruznost v tahu). Muzeme tedy psat dry = ti ds, kde tx je jednotkovy vektor ve sméru dry.
Zaroven prepiseme-li Rx+1 = —F, dostdvame

dr

—dre +dsty, x F=0 = EZtXF, (23)
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kde ti presel na teény vektor t. Necht ¢(s) je thel, ktery svird vektor t(s) s vektorem e, ve
smyslu
t =cospe; +sinpe,.

Zaktiveni pomlazky v bodé s je definovano jako

m—H% —Hi(cos e, + sin e)‘—H—sin d—"ae + cos d—@e
" ldsll  llds ver vev|| = Yas " sy
1/2
. dp\? dp? de
_ 2 (dy 2 (dp _ |d¢
=t (3) wete ()] =1
Zaroven mame zadanu tuhost v ohybu K vztahem
de
=K = —KPe., 24
T kK = T ¢ (24)

coz jednoduse nahlédneme tivahou o sméru pusobiciho momentu sily pri zméné ihlu dy. Soucin
na pravé strané (R3) mizeme prepsat na

t xF = (cospe, +sinpey) x (—mge,) = —mgcospe,.
Dosazenim (@) do (@) tedy dostavame
— 7(]_32 = —Mmg Ccos @ = 7(1 ? COS .

Oznadime-li nyni 8 = (z/2) — ¢, coz je pro nasi tlohu pfirozengjsi, nebot § odpovidd odklonu
doprava od vertikalni osy, dostavame

d’p d’p  myg
s2

d26 mg
— = ——=sin6. 25
ds? K (25)
Tato rovnice je ndm ale povédomda! Analogicky tvar ma také pohybova rovnice kyvadla
d2e g
— = —=sinf = —asinf
dt? L ’
kde 0 je odklon od vertikdlni osy, L je délka kyvadla a podil jsme oznacili a.

Reseni nyni mizeme diskutovat s pomoci rychlostniho fazového prostoru kyvadla. Pro fixni
hmotnost stuzek m a tuhost K méme konstantni parametr «. Okrajové podminky ze zadani
tikaji, Ze trajektorie v rychlostnim fdzovém prostoru musi zacinat na ose § = 0 a museji kon-
¢it na ose § = 0. To mimo jiné znamend, Ze nesmime opustit oblast uzavrenych trajektorfi,
ktera pripomind oko se sttedem v 6 = § = 0. Délka pomlazky tedy odpovidéd ¢tvrtiné periody
pomyslného kyvadla, kterou je mozné vyjadrit jako

Tz%K(sin%) = lz%K(sin%O), (26)
kde 69 = 0(l) (coz odpovidd maximdlni vychylce kyvadla) a K(k) je tplny elipticky integral
(29)

prvniho druhu, coz lze bud odvodit fesenim diferencidlni rovnice , nebo jednoduse dohledat.
Funkce K(k) — n/2 pro k — 0. Pro mald 0 tak dostdvame periodu

TmZnL:% £,
Va g
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coz odpovida linedrni aproximaci. Naopak K(k) — oo pro k — 1, coz zfejmé nastane pro 6y = m.
Vypada to, ze pripustné hodnoty délky pomlazky [ tedy lezi v inetrvalu

T T | K
le [2\/&,00> = [2 mg,oo) =: [lc,0) .

Co se ale stane pro ! < l.?7 Nezapomenme, zZe funkce 0(s) = 0 je vzdy piipustnym feSenim
spliujicim okrajové podminky. Pro [ > I. je takové Feseni nestabilni, a navic nas zajimé fesent,
pri kterém je pomldzka skutecné ohnutd. Pro | < I. je toto trividlni reseni ale jediné resent.
Pro velmi kratkou pomlazku, nebo ekvivalentné velmi malou silu, tak pomlazka ztstane nede-
formovana. Pro | > . jsme vidy schopni najit odpovidajici deformované feseni. Uloha se pta
na hmotnost stuzek. S vyuzitim (@) snadno dopocteme

- £K(sine—") o ome B (Sin@>£(),22kg.
mg 2 gl? 2

Uloha 52 ... termalni neutrony 9 bodu

Jindra by ze vseho nejvice na svété chtél detekovat termalni neutrony. Proto si poridil polovo-
dicovy pixelovy detektor castic a fluorid lithny LiF'. Jindriv detektor je polovodicova desticka
s vrstvou fluoridu lithného na vrchni plose. Termalni neutrony dopadaji na vrstvu fluoridu
lithného kolmo.

Izotop lithia SLi reaguje s termalnimi neutrony za vzniku alfa Gdstice a jadra tritia

5Li+1n — “He + °H.

Uéinny priifez reakce je o = 940b. Jédro tritia je emitovéno s kinetickou energii 2,73 MéV a alfa
castice je emitovana s kinetickou energii 2,05 MeV. Jindriiv detektor hledd neutrony neprimo
skrz detekce alfa castic a jader tritia. Mnozstvi primych interakci neutroni v polovodici je
zanedbatelné. Miizete predpokladat, Ze kazda alfa cdstice nebo jadro tritia, které vstoupi do
polovodic¢ového detektoru, jsou detekovany. Dolet alfa castice s energii 2,05 MeV ve fluoridu
lithném je lo = 5,94um. Dolet jadra tritia s energii 2,73 MeV ve fluoridu lithném je ly =
= 32,9um. Drahy castic jsou primé, nezakrivuji se.

Jindra chce najit takovou tloustku vrstvy LiF, aby dosdhl co nejvyssi ucinnosti detekce
neutronu (tzn. pocet detekovanych neutronii délény poctem dopadajicich neutronii), ale zdroveri
nechce pouzit vice LiF, nez je nutné. Jaka je nejvyssi dosazitelna dcinnost detekce?

Hustota fluoridu lithného je p = 2635kg-m 3. Lithium obsahuje p = 7,50 % atomii izoto-
pu °Li. Zbytek jsou atomy izotopu ’Li, ktery s neutrony nereaguje.

Jindra zatim nemd detektor termdlnich neutronu, pouze jej namodeloval v Geantj.

Nejdiive si povime péar faktd o dynamice reakce izotopu °Li s termalnim neutronem
Li+n — “He + °H.

Atom lithia je uvéznény v krystalické mrizce fluoridu lithného a v dusledku ekviparti¢niho te-
orému ma, kinetickou energii fadu 1072 €V, stejné jako termalni neutron. Kinetické energie alfa
Castice a jadra tritia jsou o mnoho 7ada vyssi. Jejich kinetickd energie pochazi z preménéné
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hybuje o mnoho 7adt pomaleji, nez je rychlost vyletujici alfa castice a jadra tritia, mizeme
jej tedy povazovat za stacionarni. Jelikoz se jednd o dvoucdsticovy rozpad systému s nulovou
pocateéni rychlosti, maji produkty “He a ®H v laboratorni vztazné soustavé vzdy stejnou ki-
netickou energii. Rozpad taktéz nepreferuje zadny smér, alfa ¢astice vyletuji izotropné a jadro
tritia vzdy leti opaénym smérem nez alfa ¢astice. Alfa ¢dstice a jadro tritia jsou nabité, takze
ve fluoridu lithném ztréaceji energii prevazné elektromagnetickou interakci s elektrony. Zaroven
jsou tadové tézsi nez elektrony, tudiz pri interakcich méni smér jen velmi méalo a leti primo.
Diky stejné po¢ateéni energii pii kazdé reakci neutronu s jadrem °Li maji i alfa Gastice i jadra
tritia ve fluoridu lithném konstantni doletové vzdélenosti lo = 5,94um a Iy = 32,9 um.
Hustota pravdépodobnosti toho, ze alfa ¢astice poleti do prostorového thlu df2, je

a1

dQ  4n’
Pokud vyjadrime infinitezimélni prostorovy thel d§2 = sin 6 df dp pomoci azimutalniho thlu ¢
a zenitového thlu 6, dostaneme hustotu pravdépodobnosti pro thly ¢ a 0

d?p 1

f0,9) = W0dp = Esm@.

Abychom viubec méli Ssanci detekovat alfa ¢astici, musi neutron interagovat s izotopem lithia
nejvyse ve vzdalenosti l, nad povrchem polovodicového detektoru. Podobné, abychom byli
schopni detekovat jadro tritia, musi neutron interagovat ve vzdalenosti nejvyse Iy nad povrchem
polovodice. Vzhledem k tomu, ze tritium a alfa ¢dstice vzdy leti opa¢nymi sméry, neexistuje
situace, kdy bychom detekovali obé c¢astice soucasné. Pravdépodobnost detekce obou produkti
rozpadu P(a A 3H) = 0 je nulova. Bud zachytime alfa ¢astici, nebo zachytime jadro tritia, nebo
nedetekujeme nic. Tim paddem pravdépodobnost P(a i SH) detekce alfa ¢astice nebo tritia je
prostym souctem

P(av?®H) = P(a) + P(°H) — P(a A °H) = P(a) + P(°H) .

Vzhledem ke stejnému charakteru situace nam staci odvodit pouze pravdépodobnost detekce
alfa ¢astice P(«). Pravdépodobnost detekce tritia P (BH) pak ziskame pouhou zdménou lo, — lg.

Necht termélni neutron zreagovuje s jadrem lithia ve vysce x nad povrchem polovodice. Do-
sah alfa ¢astice ve fluoridu lithném je omezen kulovou plochou o poloméru l,. V pfipadé z > [, je
pravdépodobnost detekce alfa ¢dstice v detektoru nulova — P(« | ) = 0. V piipadé x < I, ziska-
me podminénou pravdépodobnost detekce alfa ¢astice integraci pres prostorovy thel na kulové
plose, kde alfa ¢astice projde povrchem polovodice. Orientujme kartézskou souradnicovou osu z
od bodu interakce smérem k detektoru kolmo na povrch polovodice. Zenitovy tihel § méfime
od této osy. Alfa ¢astice zasdhne detektor, pokud z mista interakce vyleti se zenitovym thlem
od 0 do Omax = arccos(z/la). Integral pro podminénou pravdépodobnost je

2n Omax Omax
Pla|z) = / dgp/ f(0,0)do = 21':/ 4—171 sinfdf = % [~ cos O]Srccos(z/l“) )
0 0 0

P(a|x):%<1f%).
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Celkovy vztah pro podminénou pravdépodobnost detekce v zavislosti na x je

ti-x 0<a<lq
Pla|z) = s (1-12) STt
0, T > la.

Pravdépodobnost, Ze neutron bude interagovat vyse nez x nad povrchem polovodice, je
I(z) =1 - exp(—(D — @)/ Do) ~ (D — 2)/Do, 0<a <D,

kde D je celkova tloustka vrstvy fluoridu lithného a Dy je stfedni draha neutront. Udélali
jsme predpoklad Do > D a pouzili jsme aproximaci 1 — exp(—y) ~ y pro |y| < 1. Az pozdé&ji
vycislime D a Dy, ovéiime si, ze nas predpoklad byl spravny. Hustota pravdépodobnosti, ze
neutron zinteraguje ve vysce z, je

dl‘_
D

_ L 1
7dl‘ 0.

g(x)

Celkovou pravdépodobnost detekce alfa Castice zjistime pomoci integralu

oo lo 2 7la
1 z\ 1 1 x l
Pla) = Pla|z)g(x)dr = 7(1——)—dx:— T — — =
() /O (o] 2)g() /0 2\" " 1) Do 2D0[ 2IQL 4D,

Vrstva fluoridu lithného musi mit minimélné tloustku l,. Pravdépodobnost detekce jadra tritia
je potom analogické

ln
1Dy’
a vrstva fluoridu lithného musi mit minimalni tloustku lg.
Pravdépodobnost detekce termélniho neutronu skrze jeho reakci s izotopem lithia °Li je
tedy

P(°H) =

3 3 lo +1In
P(aV’H) = P(a) + P(°H) = e

a to v pripadé, ze vrstva fluoridu lithného je tlustsi nez maximéalni z délek I, lg. Abychom

tedy dosdhli nejvyssi Gi¢innosti detekce a zaroven nepouzili vice LiF, nez je nutné, vrstva LiF

bude mit tloustku D = lg = 32,9 um.

Nyni zbyva posledni tkol. Abychom mohli vy¢islit pravdépodobnost P(a \% 3H), musime
spocitat stfedni dréhu neutroni Dy ve fluoridu lithném. Molarni hmotnost fluoru je Mr =
= 19,0 g'mol . Molédrni hmotnosti izotopt °Li a "Li jsou Mg = 6,00 g-mol~* a M, = 7,00 g-mol .
Molarni hmotnost fluoridu lithného LiF je

Myir = My + (pMs + (1 — p)M7) = 25,9 g-mol .

V kazdé molekule LiF je jeden atom lithia. Objemové hustota izotopu °Li ve fluoridu lithném
je
PN

ne = =4,59-10"" m3,
© = P M
kde Na je Avogadrova konstanta. Stfedni dréha neutroni ve fluoridu lithném je
1
Dyp=—=232mm > D,
TNe
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¢ili nds puvodni predpoklad Do > D byl spravny. Pravdépodobnost detekce termélnich ne-
utront v Jindrové detektoru je

la+lH

P(a\/gH) =D
o

=0,419%.

Uloha 53 ... pfitazlivy Petr 8 bodu

Jak dobre vime, David odpuzuje zeny silou, ktera piisobi radidalné ve sméru od néj a zavisi pouze

na vzdalenosti s konstantou imérnosti 120 N-m?. Kolem Petra naopak vzdy vzniké hloucek Zen.
David chtél zmérit, jakym zpisobem Petr zeny pritahuje, a zjistil, Ze Petrovo kouzlo spociva
v radidlni pritazlivé sile s konstantou dmérnosti 30,0 N-m>.

V okamziku, kdy David stoji na roviné ve vzdalenosti 1,00 m od Petra, se na roviné v je-
Jjich blizkosti objevi zena. Urcete plochu oblasti, v niz se mohla objevit, aby byla pritahovana
k Petrovi, tj. aby vysledna sila, ktera na ni ptisobi, svirala se spojnici ji a Petra tihel mensi nez
pravy. Jiné nez zminéné sily neuvazujte.

David premyslel, jak navdzat na ulohu z Fyzikldni.

Pred vypoctom je dobré zamysliet sa nad zadanim kvalitativne. M6zeme si vS§imnit, ze Petrova

pritazliva sila klesa s rastiicou vzdialenostou rychlejsie ako Davidova odpudiva sila. Z pohladu
Petra v kazdom smere existuje hranica, za ktorou dominuje interakcia s Davidom, a dievca bude
od tohto ,,dip6lu“ odpudzované. Z podobnej tivahy pre malé vzdialenosti vyplyva, ze existuje
nejaké nenulové okolie Petra, kde prevlada jeho pritazliva sila. Hladana oblast je preto urcite
konecna a nenulova. Za povsimnutie stoji symetria tlohy voci osi siimernosti, ktord prechadza
Davidom a Petrom. Preto budeme hladat riesenie iba v jednej polrovine.

Najprv sa pokusime tlohu vyriesit analyticky. Zaujima nds uhol medzi vyslednou silou
pdsobiacou na dievca a spojnicou dievéata a Petra. Prirodzene sa poniika popisovat problém
pomocou poldrnych suradnic (rp,6p), pricom Petra umiestnime do pociatku a os, od ktorej
budeme merat uhol fp, bude smerovat k Davidovi. Petrova pritazliva sila ma potom jednoduchy

tvar

kp
FP = —Te»pp .
p

Uvazujme trojuholnik, ktory tvoria Peter, David a diev¢a. Kvadrat vzdialenosti medzi Da-
vidom a dievéatom mdzeme urcit pomocou kosinusovej vety

re =718 +d* — 2drp cosOp .

Vyuzitim sinusovej vety vieme analogicky urcit uhol pri vrchole, kde sa nachadza dievca
. ( d . )
¢ = arcsin [ — sinfp | .
D

Davidovu odpudivt silu potom moézeme rozlozit na zlozky

k R . .
Fp = T—]; (cos érp +sing ég) .
D
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Riesenie tlohy spociva v hladani oblasti, kde vyslednd sila pritahuje dievéa blizsie k Petrovi,
teda plati
(I?p +—I?D) -éTP <0.

Z tvaru sil a geometrického nacértu situdcie vidime, ze na najdenie hranice b(6) by sme museli
vyrie§it kubickd rovnicu pre vsSetky 6 € (0,%). Aj keby sa ndm to podarilo, stile by sme
potrebovali vysledny tvar zintegrovat. Analyticky sa dalej nedostaneme, ostdva nam riesit ilohu
experimentdlne alebo prostrednictvom simulécie. Z casového a etického hladiska volime druht
moznost.

Jednym zo sposobov, ako numericky urcit hladant plochu, je spocitat silové posobenie pola
na mriezke a urcit pocet bodov, v ktorych je splnena zadand podmienka. V takom pripade
sa oplati prejst ku kartezidnskym sturadniciam

x=rpcosfp a y=rpsinfp,

kde pre vzdialenosti dievéata od Petra a Davida plati

R=a®
b = (z—d)* +y°.
Uhly medzi osou x a jednotlivymi spojnicami st

Op = arctg g ,

T
Y

0p = arctg —— .

7 rozkladu sil

k
——g (cosOp €, +sinfbp &) ,
p

Fp

kp R . R
Fp=— (cosbp &, +sinfp &) ,
>
dostavame prvua cast simulécie, a to funkciu, ktora kazdému bodu na mriezke priradi silu, ktora

v nom pdsobi na dievéa. Vysledok vidime na obrazku fj.

def F(x: float, y:float) -> (float, float):
phi_P = atan2(y, x)
phi_D = atan2(y, x - d)

F_P = k. P/ (x *x 2 + y xx 2) *x*x (3/2)
F.D =k D/ ((x - d) * 2 + y **x 2)

F_x = F_D * cos(phi_D) - F_P * cos(phi_P)
F_y = F_D * sin(phi_D) - F_P * sin(phi_P)

return F_x, F_y

Pre vhodnt volbu mriezky prejdeme vsetkymi jej bodmi a urcime, v kolkych z nich je
splnena podmienka
(FP + FD) . (.Iiéx =+ yéy) <0.

Téa len inak vyjadruje poziadavku, aby vyslednd sila mala kladni zlozku v smere k Petrovi,
nakolko zé, + yé, predstavuje polohovy vektor od Petra k dievcatu.
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N =20
for i in range(grid_height):
for j in range(grid_width):
x = dx * (j - grid_width // 2) + d / 2 # origin in the middle of the grid
y = dx * i
try:
F_x, F_.y = F(x, y)
if x * F_.x + y * F_y < O:
N += 1
except ZeroDivisionError:
N += 1

Za pomoci tejto simuldcie s vysledkom na obrazku ﬂ ziskavame hladany pocet bodov N,
z ktorého ur¢ime nezndmu plochu ako

S =2N(dz)?.

Otézkou zostava, ako zvolif vhodny tvar mriezky. Najvyraznejsia interakcia s Petrom bude
prave na z-ovej osi v zdpornom smere. Ak uré¢ime bod, v ktorom zac¢ne prevazovat odpudiva sila
Davida, dostaneme odhad vhodného rozmeru mriezky. Pri hladani vhodnej velkosti kroku dx
na mriezke mézeme postupovat tak, ze ho budeme postupne zmensovat, dokym sa vyslednad
plocha bude menit nad pozadovanou presnostou.

7 grafu na obrazku é)vidime, ze uz pre relativne velky krok voci vypoctovej sile dostavame
celkom dobry odhad

S =2,69m>.

Net Force Field F(x, y)
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Obrazek 6: Vysledok prvej simulacie: silové pole na mriezke.
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Characterization of Space by the Nature of the Net Force

Attractive force region
Repulsive force region

x[m]

Obréazek 7: Vysledok druhej simulacie: oblasti s vyslednou pritazlivou a odpudivou silou.

Dependence of Calculated Area S on the Step Size dx
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Accepted answer
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E
& 27257
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dx[m]

Obrazek 8: Graf zavislosti vypocitanej velkosti plochy od zvolenej velkosti kroku.
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Uloha 54 ... nejvrchovaté&jsi lzice 9 bodu

Vnitini objem IZice md tvar usece elipsoidu o poloosdch a = 4,0cm, b = 3,0cm a ¢ = (2,0 +
++/3) cm a hloubce h = 5,0 mm (viz obrazek). Nasypeme na ni siil, kterd ma sypny tihel § = 40°.
Jaky maximé&lni objem soli miizeme na IZici udrzet?

Obréazek 9: Schéma lzice.

Jarda st ddvd do caje vidy jen jednu lZicku cukru.

Reseni tlohy si rozdélime na dvé &sti, kdy nejprve spoéitdme objem lzice a nésledné se
zamérime na objem nasypané latky. Podivejme se tedy na integraci objemu tsece elipsoidu.
Rovnice elipsoidu ma podobu

2 2 2
=y z
St ta=1
ze které jednoduchou tpravou vyjédrlme rovnici ehpsy na fezu ve vysce z
2 2 2
x
EtE-la
2 2
z Y =1.

(-3 #0-3)

S vyuzitim obsahu elipsy S = mab o poloosach a a b mizeme vyjadrit objem tsece elipsoidu

jako:
¢ 2? 2]° & —(c—h)?
1 — — = _ — = — — - | =
/c_h nab ( 02) dz = nab [z 362:| . nab (c (e —h) 302

o h 3c%h — 3ch® + h® b 3ch? — h* b h* K

na O TR Y —qab [ T =qab [ — - = | =
3c? 3c? ¢ 3c?

= g (5 —2v3) cm® = 24em® .

Nyni se zaméfime na ,kopec* nasypany na lzici. Maximalni vyska kazdého bodu se ur¢i pomoci

vzdélenosti smin k nejblizsimu bodu okrajové elipsy jako

1%

hmax = Smin tg 0.

79



Fyziklani Online 2025 15. roc¢nik 26. listopadu 2025

Horn{ hranice 1Zice ma podobu elipsy s poloosami a’ = a/1 — (¢ —h)2/c2 = 2cm a b =
=by/1—(c—h)?/c? = 1,5 cm. Pokud bychom se z rovnice této elipsy pokusili vyjadfit vzd4-
lenost s bodu xp a yo od elipsy, dostaneme vyraz

s = (x—20)’ + (y—0)® = (x —w0)* + | b

I

jehoz derivaci a jejim polozeni rovnou nule bychom dostali x-ovou soutradnici bodu na elipse ve
vzdalenosti smin. Provedenim této derivace se vSak dostdvame na rovnici ¢tvrtého radu, kterou
neumime jednoduse fesit.

Uchylime se tedy k numerickému fegeni. Elipsu o rozmérech a’ a b’ rozdélime ¢tvercovou sit{
a u kazdého bodu nejprve rozhodneme, zda se nachézi uvnitr elipsy, a pokud ano, tak spocitame
minimum jeho vzdalenosti k elipse a pricteme element objemu AV = AzAysmin tg . Timto
postupem pro elipsu s poloosami a’ = 2cm a b’ = 1,5cm dostaneme objem Vi = 4,4 cm?®; vizte
kéd simulace v jazyce Julia nize.

a=2
b=1.5 # zoberiem stvrtku lyzice

Mi=601

Mj=801 # je to nastavene tak, ze dx=dy, zvysok kodu to celkom prepoklada
pole=zeros (Mi,Mj)

dx=a/(Mj-1)
dy=b/(Mi-1)

for i=1:Mi

y=(i-1)*dy

y2b2=y~2/b"2

for j=1:Mj

x=(j-1) *dx

x2a2=x"2/a"2

polel[i,jl=1-y2b2-x2a2 # toto je kladne ak je policko vnutri lyzice a inak zaporne
end

end

hjs=zeros(Int64,Mi)

for i=1:Mi

j=1

while pole[i,j]l>0 # pre kazde i najdem najvacsie j, ktore patri lyzici
j+=1

end

hjs[il=]

end

for i=1:Mi

# print(".")

for j=1:Mj

if pole[i,j]>0 # ide sa hladat najblizsi bod kraja lyzice
minvz=Mj

di=0

while hjs[i+dil>j # hladam ho len v stvrtrovine
vz=sqrt (di~2+(hjs[i+di]l-j) "2 )

if vz<minvz

minvz=vz

end

di+=1
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end

polel[i,jl=minvz

else

pole[i,j]=0 # mimo lyzice "nulova vyska"

end

end

end

sum(pole) *dx*dy*dx*tan(40/180*pi)*4 # dx~3 je objem jedneho stvrceka vedla kraja * tan
(40) * 4 lebo sme pozerali na 1/4 lyzice

Vysledkem je pak soucet téchto objemu, tedy

Vi+Va=24 em® + 44 cm?® = 6,8 cm?®.

Uloha 55 ... Faradayiv kolektor 8 bodu

Uvazujme vodivy kruhovy ter¢ o poloméru r = 5,00 mm, na ktery kolmo dopadaji kladné nabité
ionty s plosnym tokem j = 2,00-10% cm™2.s™! a velikosti ndboje rovnou elementdrnimu néboji.
Po dopadu jednoho iontu se ovSem v pruméru uvolni o = 0,230 sekunddrnich elektronu, které
opousti povrch s rozdélenim popsanym hustotou pravdépodobnosti f = (1/x) sin « na jednotku
prostorového tihlu vzhledem ke sférickym souradnicim se stiedem v bodé dopadu Uhel o zde
mérime od povrchu disku smérem k norméle. Jaky proud namérime v uzemnéném linedrnim
vodici, jenz je k disku pripojen, jestlize kolem terce udélame jesté ohradku o vysce h = 2,00 mm,
kterd je vodivé propojend s diskem a dokéze tyto elektrony zachytdvat? Uvazujte, Zze pohyby
castic nejsou ovlivnény zadnym elektrickym polem.

Jarda se znova snaZi obejit energetickou krizi.

Nejprve spocteme celkovy proud, ktery by vyvolal dopad kladné nabitych ionti, kdyby nedo-
chézelo k uvolnéni sekundérnich elektront. Z jejich plo$ného toku a rozmeéru terc¢iku jednoduse
dostavame
kde q je velikost elementarniho ndboje. K tomuto proudu je ovsem potteba pricist vliv sekundar-
nich elektroni, protoze teréik ztraci zaporny ndboj vsech elektroni, které nedopadnou na ohrad-
ku, vysledny proud bude proto vyssi. Zbyva dopocitat, kolik sekundarnich elektronti za sekundu
mine ohradku.

Sekundarni elektrony se z kazdého bodu plochy uvolnuji do polokoule nad rovinou dopadu.
Pravdépodobnost, ze elektrony vyleti pod thlem « — thel « je sklon vici roviné teréiku —
v rozmezi (0; ©/2) a ve sméru ¢ je popsana hustotou pravdépodobnosti f = (1/n)sin .. Proto
pravdépodobnost, Ze vyleti do elementu prostorového thlu df2 = cos a dp da, je rovna

1
dP = —cosasinadyda.
T

Z kazdého bodu terciku o obsahu dS vylétd v priameéru ojdS elektront za sekundu. Vy-
bereme si tedy pro dalsi tvahy infinitesimalni plosku o obsahu dS ve vzdélenosti R od stfedu
teréiku a vyjadiime, kolik elektront, které z této oblasti vyleti, mine ohrddku kolem terciku.
Nejprve uvazme pouze mnozstvi elektront, které vyleti v izkém pruhu vymezeném thlem dey
ve sméru o, méfeném od polopiimky s po¢atkem v uvazované infinitesimdlni plosce prochéaze-
jici sttedem terciku. Zkusme vyjadrit minimélni thel o, pod kterym mohou vyletét, aby prave
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minuly ohrddku (dhel k horni hranici ohradky). Pomoci kosinové véty si vyjadiime zévislost
vzdélenosti d ohradky v daném sméru od uvazované plosky na ihlu ¢ jako

r> = R*+d* — 2Rdcos ¢,

odkud fesenim kvadratické rovnice dostavame

d=Rcosp + \/7"2 — R?2(1 —cos?y).

Zde budeme uvazovat pouze kladné feSeni, zdporné nema fyzikalni vyznam. Minimaln{ dhel,
pod kterym mohou elektronu opustit v daném sméru plochu, aby uz nedopadly na ohradku, je
proto roven

h
Qimin = arctg R

Abychom nyni dostali celkovy pocet elektronti, které v tomto sméru minou ohradku, musime
integrovat hustotu pravdépodobnosti v rozmez{ (amin; 7©/2) a vysledek pienédsobit celkovym
pocétem elektronu, které vylétnou z této plosky. Déle provedeme integraci pres vSechny sméry,
tj. od 0 do 2n podle . Tim ziskdme celkovy prispévek od této plosky. Nakonec musime secist
prispévky od vsech téchto plosek pres cely tercik. Muzeme uvazit, ze vsechny infinitesimalni
plosky, které jsou ve stejné vzdélenosti, budou mit stejny pfispévek, proto za dS mulzeme
dosadit 2nRdR, coz je plocha obruce konstantni vzdalenosti od stfedu terciku. Integrujeme
podle R. Vysledny integral, ktery potfebujeme vypocitat pro zjisténi sekundérniho proudu
daného ztratou sekundarnich elektrond, mé tvar

r 2n 3
IS:// / eanTtRlCOSO(SinCMdO(dQOdR,
T
0 0 e

min

kde jsme jeSté mnozstvi ztracenych elektronu prendsobili jejich ndbojem pro uréeni proudu.
Prvni integral fesime substituci ¢ := sin «, coz nam po vyreseni dava

T 2n
1
Is = / / eoj2nR— (1 —sin® amm) dpdR.
o Jo 2n

Déle vyuzijeme goniometrické identity

) tgza
sin“ o = —————,
1+tg2a

diky ¢emuz muzeme predchozi integril upravit na

T 2n 2
Is:/ / ea?jR 1-— h 5 | dpdR.
0 Jo T h? + (Rcosw + /72 — R2 (sin? <p))

Tento integral fesime numericky pomoci funkce dblquad knihovny scipy.integrate v progra-
movacim jazyku Python. Visledna hodnota je Is = 3,89- 1072 A. Celkovy proud I pak je dan
souctem proudu vyvolanych dopadem kladnych iontt a ztratou sekundérnich elektronu

I=I,+IL=qjmr’+I,=291-10""" A.

Nize prikladame program pro numericky vypocet integralu.
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import numpy as np
from scipy.integrate import dblquad

r =0.5

h =0.2

j = 2.0e8

sigma = 0.23

e = 1.602176634e-19

def integrand(phi, R):

arg = r**2 - R**2 * np.sin(phi)**2
sqrt_term = np.sqrt(arg)

A =R * np.cos(phi) + sqrt_term

return R * (1 - (h**2) / (h**2 + A*%2))

result, error = dblquad(integrand, O, r, lambda R: 0, lambda R: 2*np.pi)
I_s = e * sigma * j * result

print(f"I_s = I_s:.3e A")
print (f"0dhad chyby integrace: e*sigma*j*error:.2e")

Uloha 56 ... uték pies zamrzlou piehradu 9 bodu

Turista se pokousel v zimé prchnout pred hladovym vikem a jeho cesta vedla kolem upusténé
zamrzlé prehrady. Zvite mu bylo v patach, proto musel svou trasu plinovat co nejefektivnéji.
Chystal se vylézt na betonovou hrdaz, na které uz by byl v bezpeci. Vsude na brehu bylo husté
rakosi, ale najednou uvidél volnou ledovou plochu. Na zamrzlou hladinu vbéhl rychlosti u =
= 6,00m-s~! smérem rovnob&sné s hrazi, od které byl vzdilen d = 150 m. Za jakou nejkratsi
dobu se dostane do bezpeci, pokud je koeficient treni mezi ledem a jeho botami f = 0,220
a u hraze se musi zastavit, aby na ni mohl vylézt, coz mu zabere dalsich 10,0s?

Jarda resil Physics Cup.

Na zamrzlé hladiné se turista mtze pohybovat maximalné se zrychlenim a = fg, kde g je
tihové zrychleni. Pokud by chtél ménit svou rychlost rychleji, zacaly by mu boty prokluzovat.
Vyslednice sil ale mtze ptsobit libovolnym smérem.

Definujme si kartézskou souradnou soustavu, kde se turista nachézi ptfi vstupu na jezero
v bodé (0,0) a jeho rychlost mif{ ve sméru osy z, tedy vy = u, zatimco vy, = 0. Hrdz necht
se nachdzi na souradnicich y = d. Je potieba, aby u hrize byla jeho rychlost nulova. Ze vSech
moznych trajektorii je potifeba vybrat tu, po které se dostane ke hrazi nejrychleji.

Zabyvejme se jeho pohybem v prostoru rychlosti v, v,. Po¢ateéni rychlosti jsou (u,0),
koncové pak (0,0). Pro turistu je nejvyhodnéjsi pohybovat se s co nejvétsim zrychlenim, tedy

2
necht (%)2 + (%) = f2¢%. Necht navic v, je zde funkce v, pak element rychlosti v tomto

2
diagramu bude 4/1 + (%) dvg. S pomoci predeslé rovnice dostdvame

—\/1-1-(1)g,)2dv,c = fgdt,
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kde ¢arka nad vy znaci derivaci podle v,. Zapornym znaménkem zde rozumime to, ze v, S ros-
toucim casem klesa. Pokud by rostla, pak by se stejné musela dostat na nulu, tim piddem by
turista ztratil chvilku casu.

Nyni jiz muzeme vyjadrit cas, ktery stravi pohybem na ledové plose, jako

1 [° 2
T:fﬁ/u A/ 14 (vy)” dvs .

Pordd ndm ale zbyva najit funkci vy,. Ze zaddni ovSem zndme jeSté soufadnice hraze. Cestu
k ni vyjadiime pomoci rovnice

T 1[0
d= vy dt = —— v 1+ v’zdvx,
/0 vir=—o [ unfie )

kam jsme dosadili za dt z rovnice vyse.

Nyni bychom mohli pouzit varia¢ni pocet a fesit Euler-Lagrangeho rovnice. Kdyz se ale na
oba integraly podivime poradné, mohou nam pripominat jinou fyzikdlni dlohu — fetézovku.
Kdyz zavésime oba konce provazku do stejné vysky v tihovém poli, hleddme tvar provazku.
Resenf miizeme nalézt pomoci minimalizace potencidlni energie, oviem za podminky, Ze zndme
délku provazku, kterou zachovavame. Zde je integrél pro 1" shodny s podminkou zachovani délky
provézku, zatimco integral pro d je ekvivalentni s minimalizaci energie pomoci nalezeni polohy

Protoie integraly jsou ekvivalentni s hleddnim fetézovky, mizeme vyuzit jeji dobfe znamé
feseni. Funkce v, tak méa tvar
z — C

A
kde A a B jsou konstanty urc¢ené okrajovymi podminkami.

Prvni takovou podminkou je pruchod bodem (0,0), ktery odpovidd zastaveni se u hréze
prehrady. Odsud B = —Acosh(C/A). Déle pak A cosh((u — C')/A) — Acosh(C/A) = 0, coz
zase urcuje, s jakymi slozkami rychlosti turista na ledovou plochu vbéhl. To odpovidd dvéma
moznym fesenim, bud u — C' = —C, odkud by ale u = 0, coz podle zadani neni pravda, nebo
pak u — C = C, coz vede na C' = u/2.

Dosazenim do posledni z podminek dostavame

/ 20 — w2 2z — U
_ 7\2 - _ . T - _ x _
1+ (vy)” dug \/1 + (smh A ) dv, cosh oA dv, = fgdt.

Potom mame

vy =A coshv + B,

T
20 — U
d—/O vy dt = f/ Acosh A —Acosh A)costhvz

2f (Asmhz —u) ,

odkud vyjadifme A = 0,783 0m-s*
Hledany cas pohybu po ledé je

0
1 2y — U 2A u

T=_—-— hidz:— h—.

fg/u cos oA v 79 sin 54
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Po dosazeni A pricteme jesté deset sekund a mame vysledek Ty =T + 10,05 = 26,7s.

Uloha B.1 ... mocna powerbanka v akci 3 body

Kupujeme 30000 mA-h powerbanku za 30 USD. Minimdlné jakou ¢dst ceny tvori lithium, jehoz
cena na trhu je 11,4USD-kg~'? Powerbanka funguje na principu Li-ion baterie.
Jardu vystrasily zprdvy o ndristu ceny lithia na burzdch.

Kapacita baterie nebo powerbanky udéava, jaky celkovy nédboj je schopna prenést. Muzeme
tuto hodnotu prevést na coulomby jako jednotku SI, tj. @ = 30000 mA-h = 108kC, pricemz
jsme vynasobili proud a dobu trvani jedné hodiny v sekundach.

V Li-ion baterii se mezi elektrodami prendsi ionty lithia. Lithium je jednomocny prvek,
takze se v elektrolytu prendsi jako jednou ionizované, tedy v chemickém stavu LiT. Na jeden
preneseny atom lithia tedy pfipadd elementarni ndboj jednoho elektronu e. Vydélenim celkového
néboje @ touto hodnotou dostaneme pocet atomu lithia, které jsou potireba, aby powerbanka
meéla minimélné deklarovanou kapacitu.

Protoze pracovat s tak velkymi ¢&isly, jako je pocet atomil, je nepraktické, budeme déle
poéitat v jednotkéch mol. Jeden mol je synonymum pro Na = 6,022 - 10%® atomi nebo jinych
castic, kde Na je Avogadrova konstanta. Poc¢et molu lithia v powerbance je tedy minimélné

Q _Q

= == =1,12 1
n A 7 ,12mol,

kde jsme zavedli Faradayovu konstantu F' = eNj.

Jesté nam zbyva prevést latkové mnozstvi na hmotnost, abychom mohli stanovit cenu po-
uzitého lithia. Na to potfebujeme znat molarni hmotnost lithia M = 6,941 g~mol*17 kterou
jednoduse najdeme na internetu. V powerbance tedy mame miniméalné

m = ’I’LMLi = 7,77g

lithia, jehoz cena P tak je
P =mp =0,0886 USD,

pro cenu za kilogram p = 11,4 USD-kg™'; co# tvoii
0,0886 USD .
sousp 0%

z celkové ceny powerbanky.

Uloha B.2 ... t&7ké nabijeni 3 body

Vyrobciim by se mohlo zdat, Ze je lithium porad hodné drahé, a tak zacnou vyrabét power-
banky se sodikem. O kolik ale vzroste hmotnost powerbanky, ktera by méla stejnou kapacitu
30000 mA-h? Ostatni ¢asti zarizeni ziistavaji stejné.

Jarda premyslel, jestli si vsechno nakonec neodnesou jeho zdda.

7 minulé ¢asti jiz vime, jakou minimalné ma lithium v powerbance hmotnost, protoze zname
jeho latkové mnozstvi n. Sodikové atomy jsou v porovnéni s lithiovymi tézsi, musime ale urcit,
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kolik jich bude. Sodik je stejné jako lithium prvkem prvni skupiny periodické tabulky, takze
by se v baterii vyskytoval také jako jedenkrat ionizovany. Na stejny naboj Q tak potrebujeme
stejny pocet molu n atomi sodiku jako atomi lithia.
Jediny rozdil tak je v molarni hmotnosti. Celkovd hmotnost proto vzroste o
Q

Am = n(MNa — MLi) = F (MNa — MLi) = 18g7

kde jsme si pro zménu museli vyhledat molédrni hmotnost sodiku My, = 22,99 g-mol~*.

Uloha B.3 ... nemam na to kapacitu 4 body

Nasi 30000 mA-h powerbanku pripojime kabelem dlouhym 1,5m do zdroje o stejnosmérném
napéti 5,0V. Z nuly na 50 % kapacity se nabije za 6,5h. Jaky je délkovy odpor tohoto USB
kabelu? Predpokladejte, ze samotné procesy v powerbance potiebuji 4,1 V nezavisle na proudu.

Jardovi se po ndarocném tydnu vybily baterky.

Powerbanka uvniti funguje na principu elektrochemickych procesii, které zahrnuji transport
iontd mezi elektrodami. Pfi nabijeni je podle zadani potfeba napéti U, = 4,1V, aby tyto
procesy mohly probihat. Ze zdroje napéti ovSem dostavame U, = 5,0 V. Piebytek napéti se
totiz spotfebuje na prekonani ohmického odporu naseho ptivodniho kabelu.

Napéti na celou délku kabelu (tam i zpét) je

Uz _Up :Rlll7

kde jsme vyuzili Ohmuv zakon a oznacili celkovy odpor kabelu R; a proud, ktery jim prochézi,
jako I. Tento proud muzeme najit z doby nabijeni a proslého niboje

_05Q 0,5-30Ah
~ t  65h

I :273A7

kde koeficient 0,5 predstavuje padesat procent z celkové kapacity powerbanky.
Nyni uz muzeme ziskat hodnotu celkového odporu kabelu jako

R, = Uzl - 0,392

I

Na jednotku délky USB kabelu tak dostavame
A= % =0,26Qm™*,

kde d je délka kabelu. Prestoze redlné naboj musi skrze kabel urazit dvojnasobnou vzdalenost
(tam i zpét), tak se zaddn{ pta na délkovy odpor celého USB kabelu. Hodnota vychdz{ pomérné
vysokd, protoze predpoklad o neménnosti napéti potiebného pro samotnou powerbanku neni
uplné fyzikalni, se zvétsujicim se proudem je potiebné vyssi a vysSsi napéti.
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Uloha B.4 ... (ne)efektivni powerbanka 4 body

Elektrochemické reakce v nasi 30 000 mA-h powerbance poskytuji napéti 3,80 V. Na vystupu se
ale generuje USB napéti 5,00 V. Jestlize jsou energetické ztrdty pri této konverzi 15,0 %, jaka
je efektivni kapacita powerbanky pro nabijeni mobilniho telefonu? Jarda nenabil.

Kapacita nasi powerbanky je @ = 30,0 A-h, coz je ndboj, ktery je v ni uchovany. Vynasobenim
napétim elektrochemické reakce U, = 3,80 V dostavame energii, ktera je v powerbance uchovand

E=QU,.

Tato energie muze byt poskytnuta na vystupu, kde je ale napéti U, = 5,00 V. Protoze je zde ale
vyssi napéti, tak je efektivni kapacita, kterd mize byt poskytnuta, nizsi. Navic se ¢ast energie
pri konverzi na vyssi napéti disipuje, takze efektivni kapacita je

dem%ﬁ%QﬁLmqmmAm

kde 0,850 je ucinnost konverze na vyssi napéti.

Uloha P.1 ... odrazime soupefovu kouli 4 body

Jirka hraje s Jardou pétanque. Bohuzel Jarda aktualné vyhrava, tedy jedna z jeho kouli je
velmi blizko k té malé drevéné kuli¢ce (k tzv. koSonku). Jediny zpiisob, jak miize Jirka obrétit
hru ve sviij prospéch je odrazit zminénou Jardovu kouli tak, aby se od kosonku dostala co
nejdéle. Proto hodi svoji kouli tak, e narazi to té Jardovy rychlosti 40 cm-s~" ve vodorovném
sméru. Jak daleko se Jardova koule odkutali, jestlize na ni po srazce ptsobi konstanti odporova
sila o velikosti F' = amg, kde m = 700 g je hmotnost koule, g je tihové zrychleni a o = 0,0107
Obe koule jsou identické, srazka je dokonale pruzna a koule se po srdzce pohybuji po stejné
primce jako Jirkova koule pred srdzkou (srdzku tedy pocitejte jako pruznou srézku hmotnych
bodu v primce). Jirka s Jardou pétanque nikdy nehrdl.

Reseni myslenkové rozdélime na dvé ¢asti. Nejprve vypoéitdme vysledek srazky a poté z rych-
losti Jardovy koule po srazce dopocitame, jak daleko se dokutali.

Pri pruzné srdzce musime splnit zachovani hybnosti i kinetické energie. V nasem pripadé
maji koule stejnou hmotnost, a proto lze pomérné snadno uhadnout, ze po srazce se Jirkova
koule zastavi a predd veskerou svoji hybnost Jardové kouli (snadno si rozmyslime, ze toto
feSeni skutecné spliiuje oba zdkony zachovan{). Pokud bychom se k tomuto vysledku chtéli
dostat vypoctem, museli bychom obecné fesit soustavu dvou rovnic danou zdkony zachovani.
V obecném ptipadé mé rovnice pro zachovani hybnosti tvar

i li
mi1v1 + Maev2 = M1V + Mavy,

kde m1, ma jsou hmotnosti kouli, vi, va rychlosti pfed srdzkou a v}, v5 rychlosti po srazce
(srdzka je v primce, tedy smér rychlosti uréuje znaménko). Podobné pro zachovani energie
méame

1mwf + 1mzvg = lmwi2 + 1mgvf .

2 2 2 2
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Pti feSeni nasi tlohy bychom potom do téchto rovnic dosadili stejnou hmotnost obou kouli
a nulovou pocatecni rychlost druhé koule, odkud by po chvili pocitani skute¢né vyslo, ze rychlost
druhé koule po srazce je stejna jako rychlost prvni koule ptred srizkou.

Zminime jesté dalsi zpusob, jak pruznou srézku Tesit, protoze tento zpusob bude zvlasté
dilezity pro nésledujici tlohy v této hurry-up sérii. Jedna se o feSeni pomoci prechodu do

metrickd, proto se po sraZce koule rozleti od sebe navzijem stejnou rychlosti o velikost v’.
Ze zachovani kinetické energie pak plyne, ze musi byt velikost této rychlosti rovna opét v/ =
= v/2. Po pfechodu zpét do pivodn{ soustavy tedy skuteéné vyjde, Ze se Jirkova koule zastavi
a Jardova se pohybuje rychlosti v.

Zbyva doresit druhou ¢ast tlohy. Zde je Jardova koule brzdéna odporovou silou o konstanti
velikosti amg. Jeji zrychleni tedy méa velikost

a=ag.
Spocitame drahu tohoto zpomaleného pohybu jako

1
= —at
z = at”,

kde t = 2 je doba, za kterou se koule zastavi. Celkem tedy

7_)2

= — =82cm.
x 509 cm

Uloha P.2 ... zpomalujeme nasi kouli 5 bodu

Po Jirkové genialnim hodu v rozehraté partii pétanque Jarda ztratil svoji prevahu. Ted je ovsem
na tahu a vymysli riskantni plan. Jedna z Jirkovych kouli se nachazi pouhych 5,0 cm od kosonku.
Jarda vi, ze srazka kouli neni dokonale pruzna, proto se jeho koule bude i po pripadné srazce
malou rychlosti pohybovat. Jarda zamysli svoji kouli hodit tak, aby odrazila tu Jirkovu a jesté
se dokutdlela ke koSonku (Jarda véri, ze Jirkova odrazend koule neodrazi kosonek pry¢). Jakd
musi byt rychlost Jardovy koule tésné pred srazkou, aby po srazce urazila vzdalenost 5,0 cm?
Srazku pocitejte jako srazku identickych hmotnych bodi v primce. Na kutalejici se kouli ptisobf
odporova sila o velikosti F' = amg, kde a = 0,010 tak jako v predchozi tiloze. Jarda si pred hrou
zméril, ze dvé identické koule na pétanque pri srazce v primce vzdy ztrati kinetickou energii
o velikosti AE = 0,25 A FEmax, kde AFEnax je maximalni mnozstvi kinetické energie, kterou by
pri srazce mohly identické koule ztratit tak, aby nebyl porusen zakon zachovani hybnosti.
Pokud by Jirka hrdl s Jardou petanque, jisté by vyhrdl.
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Uloha je zad4na ponskud netypickym zptisobem. Méme v ni uvedeno tvrzeni o ztraté kinetické
energie pri obecné srazce. Protoze toto tvrzeni nemusime dokazovat, mizeme ho vyuzit k vy-
feseni ulohy chytrym zptsobem. Staci si uvédomit, ze srdzku muzeme pozorovat z libovolné
soutfadnicové soustavy a tvrzeni o kinetické energii bude platit i v této nové soustavé.
maximalni moznou ztratu energie AFEmax. V tézistové soustavé je totiz mozné, aby se koule
uplné zastavily, proto je zde AFEmax = Fk.

Oznacme nezndmou rychlost Jardovy koule v. V tézistové soustavé se obé koule pohybuji

v

proti sobé rychlosti 3. Celkova kinetickd energie je tedy

1
FExo = vaz.

Po srédzce jim zustane energie (1 — k)Ex, kde k = 0,25. V dusledku stejné hmotnosti kouli
a zachovani hybnosti si koule rozdéli kinetickou energii rovnym dilem, energie jedné koule tedy
je
1-k
Ey = Ay P ,

8
odkud snadno rychlost v’ = ¥ é_k . Toto je tedy rychlost Jardovy koule v tézistové soustaveé.

Po prepocteni do klidové soustavy méme

v':g(l—\/l—k).

Nyni vyuzijeme vztah pro drdhu zpomaleného pohybu, ktery jsme odvodili v pfedchozi tloze
z této hurry-up série
2
oo
2ag’
kde x = 5 cm. Nakonec z této rovnice vyjadiime nezndmou pocatecni rychlost Jardovy koule

V8agx

V= ——r——=15ms

1-v1—-k

1 .

Poznamka

Pro zajimavost doplnime komentar a predpoklady k tvrzeni ze zadani, tedy ze dvé dané koule
o hmotnostech m; a mg pii libovolné srazce vzdy ztrati stejny zlomek energie vici maximalni
mozné ztraté energie.

Uvazme nejprve, ze kinetickou energii soustavy hmotnych bodt lze rozdélit na dvé casti

N N
1 1 1
E, = Z imw? = §MU% + Z §mi(w — vT)2 .
i=1 i=1

Vztah plati v libovolné dimenzi (rychlosti tedy mohou byt i vektory). Diukaz se provede jed-
noduse dosazenim celkové hmotnosti M = vazl m; a rychlosti tézisté vr = ﬁ vazl miv;.
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Tento zapis je uziteCny, nebot prvni ¢len presné odpovidad kinetické energii, kterou hmotné
body nemohou ztratit. Tedy mame

N
AFEmax = Z
=1

Predpokladejme, ze hmotné body maji zadané rychlosti u1 a us tak, ze je celkova hybnost nulova

mi(vi — UT)2 .

N

hybnosti zméni na Cu; a Cug, kde 0 < C < 1. Ztréta energie potom je

1(mluf + mgug)(l — C2) .

AE = (1 —C?)AEmax = 5

Nyni prejdeme do souradnicové soustavy, kterd se vuci tézistové soustavé pohybuje rychlos-
ti vr. Zde jsou rychlosti pred srdazkou ui — vt a uz + vt a po srdzce musi byt (kvuli principu
relativity) —Cu1 — vr a —Cug + vr. Pak staci rozepsat kinetickou energii pomoci predchoziho
vztahu na dvé ¢asti a vidime, Ze ztrita energie je opét AE = (1 — CQ)AEH,M.

Tim mame tvrzeni dokdzané pro pocateéni rychlosti v1 = u1 — vr a v2 = u2 + vr, kde ¥
je libovolné, mame tedy dikaz pro pevny rozdil rychlosti. Na to, abychom tvrzeni dokézali pro
skutec¢né libovolné rychlosti, musime doplnit predpoklad, ze koeficient C' nezavisi na rozdilu
aui, auz zméni na Caui, Caus pro a libovolné. Za tohoto predpokladu dostaneme opét ztratu
energie AE = (1 — C?)AEmnax a to pro rychlosti vy = au; —vr a va = aug +vr. Zde uz snadno
domyslime, ze se jednéd dvojici libovolnych rychlosti.

Uloha P.3 ... koule se rozletély 3 body

Napéti mezi Jirkou a Jardou roste. V jejich rozehraté hie pétanque totiz zbyva poslednich
nekolik hodii a Jarda se diky svému triku s polopruznou srdazkou dostal do vedeni. Aby Jir-
ka ztratu dorovnal, musi rovnéz vyuzit komplexnéjsiho fyzikalniho chovani pri srazkach kouli.
Svoji dalsi kouli proto hodi tak, zZe se s Jardovou kouli nesrazi v primce, ale ,v roviné“ Jaky
maximalni iihel mohou svirat primky trajektori kouli po srdzce? Jinymi slovy, jaky maximalni
tihel mohou svirat vektorové primky rychlosti kouli po srazce, pokud ji chapeme jako sraz-
ku identickych hmotnych bodi v roviné, kde predpokladame pouze zdkon zachovani energie
a hybnosti? Uvazujte pouze situace, kdy jsou po srazce rychlosti obou kouli nenulové.

Jirka slibil, Ze Tesent dlohy bude mnohem hezéi nez jeji zaddnd.
Uvedeme dva zptisoby feseni. Prvni zptisob je geometricky a vy-
uziva vlastnosti tézistové soustavy. Druhy je vice matematicky
a je pravdépodobné obecnéjsi (ve smyslu vyuziti na podobné
ulohy se slozitéjsimi predpoklady). Jeho nevyhodou ovsem je,
ze neziskdme tak dobrou fyzikalni intuici jako pfi pouziti prv-
niho postupu.

Zacneme tedy tim geometrickym postupem. Pfejdeme do
tézistové soustavy. Ta se pohybuje rychlosti v/2 vuéi klidové
soustaveé, tedy v ni leti obé koule proti sobé rychlosti v/2. Vy-
sledek takovéto pruzné srazky zndme: koule se rozleti od sebe
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opét rychlosti v/2. Jedn4 se ovSem o srdzku v roviné, tedy primka, po které se koule pohybuji
po srézce, miize s puvodnim smérem pohybu kouli svirat libovolny dhel.

na obrazku. Nyni provedeme trik: uvazime, ze pro libovolny smér rychlosti v tézistové soustavé
po srazce budou konce vektort téchto rychlosti lezet na kruznici (viz obrazek). Tato kruznice je
Thaletova kruznice, a proto rychlosti v klidové soustavé budou vzdy svirat tihel 90 ° nezdvisle
na vysledku srazky v tézistové soustave.

Nyni druhy postup. Ozna¢me hmotnost obou kouli m, pocatecni rychlost Jirkovy koule v
a rychlosti po srdzce vi (Jirkova) a v5 (Jardova). Napiseme si zdkon zachovani hybnosti ve
vektorovém tvaru

’ /
mv = mvi; +mvsy,
coz po zkraceni hmotnosti da
/ !
V=V;+Vy.

Déle zakon zachovani energie
mv® = 1mv'2 + 1mv'2
5 = ;mu; 512
2 2 2
opét vyjadiime jako
2 12 12
v =wv, +vy .
Nyni prichdzi na fadu trik: na rovnici pro zachovani hybnosti udélame skalarni soucin se sebou
2 ! 712 12 12 ’ /
vh = v+ Vot =" o +2vh vy

a dosadime ze zachovani energie
’ !
Vi Vg = 0.

Skaldrni soudin je nulovy, takze pro tithel a mezi rychlostmi plati

cosa=0.

Vysledkem je 90 °, coz se shoduje s predchozim postupem.

Uloha P.4 ... koule se rozletély reloaded 5 bodu

Jirka si sviij posledni hod v rozehrané partii pétanque naplanoval tak, aby se po srazce jeho
koule s Jardovou rozletély tak, ze obé trajektorie budou s piivodnim smérem Jirkovy koule
svirat ihel 45° (v predchozi tloze jste se presvéddili, ze toto je skuteéné mozné pro srézku dvou
hmotnych bodi v roviné). Pri svém pldnovdni ovsem Jirka zapomnél, zZe koule na pétanque
nejsou hmotné body, ale tuha télesa, coz v pripadé nenulového treni ovlivni vysledek.

Uvazujte tedy nasledujici situaci: Jirka svoji kouli hodi tak, Ze se jeji stred pohybuje po
pifmce, jejiz vzdalenost od stredu Jardovy koule je v/2R, kde R = 4cm je polomér koull.
Rychlost Jirkovy koule tésné pred srdzkou je 1m-s~'. Koule jsou identické a srdzka koulf je
pruznéd v kolmém sméru (vzhledem k bodu dotyku obou kouli). V te¢ném sméru piisobi velké
treni, tésné po srazce je proto vzajemnd rychlost bodi dotyku v tecném sméru nulova. Pod
jakym thlem se za téchto predpokladi koule rozleti?
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Predpokladejte, ze Jirkova koule tésné pred srazkou nerotuje kolem svislé osy; mozna rotace
v jiném sméru (napr. kvuli kutdleni) vysledek neovlivni, efektivné tedy Ize povazovat tihlovou
rychlost Jirkovy koule tésné pred srazkou za nulovou.
Jirka potreboval jesté néjakou tézkou ilohu.
Prejdeme do tézistové soustavy, ¢imz mame situaci jako na obrazku @ Rychlosti kouli jsou
tedy v/2, pfi¢emz mif{ proti sobé. Rozlozime na kolmy a teény smér jako
v
2v2

V kolmém sméru jde o pruznou srazku, rozleti se opét

UHZUL:

U/ =Uul = v
1 €L 2\/57

coz plati pro obé koule.

V2R

Obréazek 10

Pro tecny smér postupujeme s nasledujici avahou: Vime, Ze po srazce je nulova vzajemna
rychlost bodid dotyku, v tomto sméru musime splnit zachovani hybnosti a momentu hybnosti
(energie se nezachova).

Celkovd hybnost v rovnobézném sméru pred srdzkou je rovna nule (neb jsme v tézistové
soustavé). Po srdzce tedy mame rychlost

N
Uy = gy = Uy -

Moment hybnosti spocitdme vici bodu dotyku. Celkovy moment hybnosti je pred srazkou
nenulovy a nabyva tvaru
L=2L1 =2muy R,

kde L; = mu) R je moment hybnosti jedné koule. Toto plati intuitivné diky tomu, Ze se koule
neotaci. Je mozné to i snadno ovérit vypoctem

L:/dmrxv,
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kde je nenulovy jen L. a rychlost ma smér x, tedy v, = 3

v v
L,=—- [ dmny=myr- =my R.
2 / Y yT2 I
Pro vyjadreni momentu hybnosti po srdzce muzeme vyuzit poznatku o nulové rychlosti bodu

dotyku. Uhlové rychlost vii¢i tomuto bodu je rovna

Lol
R b
a moment setrvacnosti vyjadiime ze Steinerovy véty
J=mR?® + 2mR® = LmR?.
5 5
Pfesnéji bychom méli psat, Ze se zachovavé soucet moment hybnosti, ale diky u = uy = u|

to lze zapsat jako zachovani L; = L}. Proto plati, ze
7 /
mu R =Jw= nguH ,

coz da
Sup=2_v_

Nyni pristoupime ke geometrické ¢dsti tlohy (obr. EI)
Formulujeme slozky x a y konec¢né rychlosti pro obé koule.
Nejprve pro kouli prvni

u'—
=

/ / o / o 12 1
Uy = U cos4d” —uj cosdd” = _T*UH = ——v
27 14
a pro kouli druhou
12 1
Uy, = —uj cos45° + v/, cos45° = ﬁ?u” =117

Slozku v ose y muzeme zapsat jako
, , 1 12 6
Uy = —Uzy = 57% 11
Nyni se vratime zpét do klidové soustavy pfi¢tenim § ke !
slozce x, ¢imz ziskdme tvar

v.

Obrazek 11

/

vi = £2(6,6) = 20(1,1).

v
11
kde zapis pomoci zavorky symbolizuje slozky vektoru. Podobné rychlost druhé koule
I Y )
vh = = (8,-6) = 71}(3, 1) .

Zbyva vypocitat thel, ktery sviraji tyto dva vektory. Pravdépodobné nejjednodussim zptisobem
je spocitat pro kazdou rychlost tihel odklonu od puvodniho sméru. Pro prvni kouli mame 45 ° —
zajimavé muze byt, ze jde o tyz vysledek, ktery ziskdme v ptipadé bez uvazovani tfeni —, pro
druhou kouli az = arctg3/4 = 37°.

Uhel mezi rychlostmi je roven 82°.
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Uloha R.1 ... osviceni teleskopu 4 body

Uvazujme ¢&dst (vrchlik) dutého kulového zrcadla s polomérem R = 200cm a polomérem
kulového vrchliku zrcadla r = 150 mm. Pred toto zrcadlo dame do vzdéalenosti d = 135cm od
vrcholu zrcadla kruhové nepriisvitné stinitko o poloméru 6 = 80mm tak, aby stred stinitka
byl na optické ose kulového zrcadla. Vypocitejte pomér osvétlené a neosvetlené plochy na té
casti stinitka, ktera sméruje ke zrcadlu. Predpokladejte, zZe svétlo sviti rovnobézné s optickou
osou zrcadla a pri reSeni tohoto tikolu se nebojte vyuzit zjednoduseni platna pro r < R.

Viado premgslel nad teleskopem typu Cassegrain.

Uvazujme 1u¢, ktory dopada na tienidlo v bode, v ktorom doty¢nica ku gulovej ploche zrkadla

s dopadajicim lic¢om zviera uhol 0. Vdaka radidlnej symetrii sta¢i uvazovat tito situdciu uz
len v rovine, v ktorej lezi stred krivosti zrkadla a tiez cely dopadajici aj odrazeny lac. Vtedy
vieme, ze uhol 0 tiez zviera dopadajuici 14¢ a priamka, ktora spaja stred krivosti zrkadla s bodom
dopadu lica. Tato priamka je kolmicou odrazu, lebo je kolma na dotykovd rovinu k zrkadlu
v bode odrazu.

\\

A\

Obréazek 12: Odraz jedného luca od zrkadla.

Pre 1u¢, ktory je od osi zrkadla vzdialeny p, na zaklade obr. @ dostdvame

0 = arcsi (ﬁ) .
arcsin R

Vidime, Ze pre p < R s rasticim p spojito rastie aj 6. Na zrkadlo pritom pre § < r dopadni
lice vo vzdialenosti p od osi zrkadla pre vsetky 6 < p < r, takze prislichajice uhly 0 pre tieto
li¢e budt nadobudat vSetky hodnoty od Omin = arcsin (§/R) = 2,29 ° po Omax = arcsin (r/R) =~
~ 4,30°.

Odrazeny lu¢ sa potom bude $irit po priamke. Tdto priamka je obrazom poévodnej pri-
amky, po ktorej sa Siril dopadajici 1u¢. Obraz vznikd v osovej simernosti podla polomeru,
ktory prechadza bodom dopadu laca. Tento odrazeny 11¢ potom bude s dopadajicim licom
zvierat uhol 20. Za predpokladu » < R moézeme tiez uvazovat, ze odrazeny 1u¢ prejde pribliz-
ne ohniskom zrkadla, takze nam dalej staci uvazovat polpriamku, ktord vychadza z ohniska
poduhlom 26 voci osi zrkadla, kedze dopadajici 11¢ bol rovnobezny s osou zrkadla.
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Ohnisko gulového zrkadla m4 pritom od vrcholu zrkadla vzdialenost R/2, takze od stredu
tienidla m4 ohnisko vzdialenost d — R/2. Vzdialenost bodu, v ktorom odrazeny 14¢ dopadne na
tienidlo, od stredu tienidla je potom z pravouhlého trojuholnika

T = (d—g) tg (20) .

Kedze 6 nadobtida v naSom pripade maximéalnu hodnotu €max = arcsin (r/R) < n/2, tak
s rasticou hodnotou 6 narastd spojito aj x, teda x bude pre lice, ktoré dopadni na zrkadlo,
nadobtudat vsetky hodnoty od

Tmin = (d — g) tg (20min) ~ 28,1 mm

po
R

Tmax — (d - 5) tg (29max) ~ 52,9 mm.

Osvetlena Cast tienidla tak bude tvorit medzikruzie s vnitornym polomerom Zmin a vonka-
jSim polomerom xmax, Cize s obsahom

Sosv = n(xfnax - x?nin) .

Cela plocha ¢asti tienidla smerujicej ku zrkadlu je Seene = 162, takZe pomer obsahov osvetlenej
a neosvetlenej Casti tienidla je

2 2
Sosv _ Tmax — Lmin -
= _—mex L = 0,460
Scelk - Sosv 02 — Tmax + T

min

Vnutorny a vonkajsi polomer osvetleného medzikruzia sme mohli o nieCo menej presne vypo-
Citat aj cez jednoducht podobnost trojuholnikov. Predpokladali by sme pritom, ze vzdialenost
bodu, v ktorom sa ¢ odrdza od zrkadla, od ohniska je v smere optickej osi priblizne R/2.
Potom by sme dostali pre dopadajici 14¢ vo vSeobecnej vzdialenosti p od optickej osi

d— 2 2d
TRp- :p(*—l),
& R

odkial by sme potom pre vnutorny a vonkajsi polomer osvetleného medzikruzia dostali Tmin ~
~ 28,0mm a Tmax ~ 52,5 mm. Pomer obsahov osvetlenej a neosvetlenej casti tienidla by potom

vysiel na
2 2
Sosv Lmax Lmin - 0’445 .

Scelk - Sosv 52 - m%.ax + .132

min

Priamym odsimulovanim odrazu krajnych li¢ov od zrkadla (napr. v programe GeoGebra)
vieme zistit, ze skuto¢ny vysledok vychadza okolo 0,474. Druhé riesenie, ktoré obsahuje este
jedno zanedbanie, je teda menej presné nez prvé. Avsak aj prvé riesenie nie je uplne presné,
kedze odrazené luce v skutocnosti neprechddzaji presne ohniskom. Uznévané vsak boli vSetky
3 rieSenia.
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Uloha R.2 ... sviceni na lZi¢ku 4 body

Uvazujme ¢dst (vrchlik) dutého kulového zrcadla s polomérem R = 5,5cm a polomérem ku-
lového vrchliku r = 4,0 cm. Méjme bodovy zdroj sveétla, ktery sviti do ,poloviny“, ve které se
nachdzi toto zrcadlo, ve vzdalenosti a = 7,0cm od vrcholu zrcadla. Do vzdalenosti d = 10 cm
od vrcholu zrcadla umistime stinitko. Vypocitejte velikost poloméru obrazu vytvoreného na sti-
nitku. Predpokladejte, Ze stinitko je dostatecné velké, aby se na néj vesel obraz a Ze je umisténo
kolmo na optickou osu.

Viadovi se kupi nddobi a on si hraje se IZickou.

Na rozdiel od predoslej tlohy, v tejto tlohe uz neuvazujeme zrkadlo ako maly vysek celej
gulovej plochy s polomerom R. Z tohto dévodu uz nemdzeme pouzit aproximécie, ktoré sme
pouzili v predoslej tlohe, pretoze musime dostat exaktny vysledok.

Uvazujme 14¢, ktory vychadza zo zdroja pod uhlom ¢ voci osi zrkadla. Ozna¢me dalej 6 uhol,
ktory zviera dopadajici 14¢ so spojnicou stredu krivosti zrkadla a bodu, v ktorom la¢ dopadne
na zrkadlo.

X

Obrazek 13: Odraz jedného luca od zrkadla

Potom z trojuholnika na obr. @ vieme tieto uhly dat do vztahu cez sinusovii vetu
R a-R
singp  sinf

Odrazeny la¢ bude potom s dopadajicim li¢om zvierat uhol 20. Kedze dopadajici 1G¢ zviera
s osou zrkadla uhol ¢ a a > R, odrazeny 1i¢ bude s osou zrkadla zvierat uhol ¢ + 26.
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Vzdialenost bodu odrazu od vrcholu pozdiz osi zrkadla je R — \/R? — p2, kde p je vzdi-
alenost bodu odrazu od osi zrkadla. Odrazeny lu¢ tak v smere osi zrkadla prejde k tienidlu
vzdialenost d — R + v/ R? — p? pod uhlom ¢ + 20 vodi tejto osi. V smere kolmom na os prejde

vzdialenost (d —R++\/R?>— p2) tg(¢ + 20), pricom 1l4é sa odréza smerom ku osi zrkadla.
Vo vysledku dopadne do vzdialenosti

T = <d7R+ \/RprQ)tg(np+29)fp

od osi zrkadla, a teda aj od stredu tienidla.

Ostéva urcit, aké maximélne x bude dosiahnuté pre uvazované luce, ktoré dopadnd na
zrkadlo. Intuitivne by sme vedeli odhadnif, Ze maximalne x nastane pre luce, ktoré dopadna
presne na okraj zrkadla, ¢o bude v tomto pripade skuto¢ne platit. Ak by sme sa o tom chceli
blizsie presvedcit, mohli by sme do vztahu pre x dosadit vyjadrenie uhla 6 cez uhol ¢, tento
vztah potom priamo zderivovat podla ¢ a overit, ze tato derivacia bude vzdy kladnéd. Podobne
by sme si vedeli nechat vykreslit graf x v zavislosti od ¢ (napriklad v programe Desmos), ¢im
by sme tito nasu intuiciu vedeli overit pravdepodobne o nieco jednoduchsie.

Kedze nas zaujima polomer obrazu vytvoreného na tienidle, sta¢i nam uvazovat I4¢ s naj-
vacsim uhlom ¢, teda 14¢ dopadajici na kraj zrkadla. Pre ten z geometrie plati

~37,2°,

r
= arct
v g(a—R+\/R2—r2>
a zo vztahu medzi ¢ a 6 potom vieme uhol 6 dopocitat ako

R

0 = arcsin (a sin np) ~9,48°.

Polomer obrazu na tienidle je potom

T = (d—R+ \/R2—r2> tg(p +260) —r =8,3cm.

Uloha R.3 ... reflektor mimo ohnisko 7 bodu

Reflektor v automobilu se skladd z parabolického zrcadla vzniklého rotaci paraboly z =
= v(r/r0)?, r < 10, kde ro = 7,0cm a v = 5,0cm v jehos ohnisku se nachdzi zanedbatelné
maly nekoherentni zdroj svétla. Predpokladejme, Ze ve vzdalenosti d = 1,0 m od horniho okraje
reflektoru (roviny z = v) je kolmo na osu paraboloidu umisténo stinitko. Zirovka vsak nebyla
umisténa presné do ohniska, ale na osu paraboloidu ve vzdélenosti dh = —0,1 cm od néj (tedy
blize k vrcholu paraboloidu). O kolik se v takovém pripadé zvétsi polomér svétlého kruhu upro-
stred stinitka, do kterého dopada jak svétlo primo ze zdroje, tak svétlo odrazené paraboloidem?

Kuba 7idil a nevidél na silnici.

Ulohu postadi fesit ve dvou rozmérech, nebot je cylindricky symetrickd. Necht je parabola
popsana rovnici z = ar?, kde a = v /7"3, a nechf se konec paraboloidu nachézi v pozici A =
= [ro,ar3] a zdroj je umistén v bodé S = [0, h]. Stali zkoumat, kam dopadne paprsek, ktery
se odraz{ od kraje paraboloidu, tedy v bodé A. Tam se bude nachédzet okraj vnitiniho svétlého
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kruhu na stinitku, nebot dovnitt dopadaji jak paprsky odrazené paraboloidem, tak paprsky
ptrimo ze zdroje.
Paprsek dopadajici do bodu A je popsan vektorem

v = S—z>4:7’()er + (arg — he. .

Tento paprsek se bude odrazet od teény paraboly v bodé A, kterou nalezneme zderivovanim
piedpisu z = ar?. Smérovy vektor teény tedy bude mit tvar

e, + 2arge.

V1+4a?rd

t=e.+2arpe. = e =

kde jsme navic vektor znormovali na jednicku.
Nalezneme-li nyni prumét vektoru v do sméru e;, mizeme tento prumét dvakrat odecist,
&imz dostaneme vektor v’ popisujici odrazeny paprsek (v opaéném sméru)

ro + 2ar0(ar§ —h)

V1+4a?r?

V-er =

tedy

ro 4 2aro(arg — h) er = roer + (ar? — h)e. — oo+ 2aro(arg — h) e, + 2aroe, _

\/1+4a?r2 \/1 + 4a?r2 \/1 + 4a?r2
ro + 2aro(ar — h) 2 ro + 2aro(arg — h)
(7’0 -2 1t 4CL27‘(2) e, + (CLT() — h) — 40,7“0 1t 4(127'8 e, =
ro(4dah — 1) —ard (3 4 4a?rd) + h(4a*r — 1)

= e, e, .

1+ 4a?r? 14 4a?r?

!
v =v—2

Rovnice odraZeného paprsku je tak tvaru r = A + Av’ a tedy

ro(4ah — 1)
14 4a?r?

—ar3 (3 + 4a®rd) + h(4a®*rf — 1)

= A
r=ro+ 1+ 4a?r?

z=arg + X . (27)

Tato pfimka musi protnout pifmku z = ar3 + d, é&imz dostavdme podminku pro A

—arg (3 + 4a*r3) + h(4a®r3 — 1) \— d(1 + 4a’r)

2 2
d= A = - .
arg+d = aro+ 1+ 4a2r3 —arg (3 +4a2rg) + h(4ar§ — 1)

Kdyz nyni dosadime do vztahu pro r v (@), dostavame hledany polomér r kruhu na stinitku

dro(4ah — 1)
—arg(3+4a2r2) + h(4a?r2 - 1) "

r=r7ro+ (28)

Ze tvaru vektoru v/ miizeme také snadno uréit, pro jakou hodnotu parametru h se budeme
nachézet v ohnisku paraboly. V takovém piipadé totiz musi byt odrazeny paprsek vertikalni
a r-ova slozka tak bude nulova

ro(4dah — 1) 1
rolfah =) _p dah—1=0 ho = — .
1+ 4a?r? - - T
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V takovém pripadé se také zrejmé r = ro, coz odpovidd (@) Nés ale zajimé zavislost na
posunu dh = h — hg. Dosadme za h do (@)

4adrg dh
T=To+ 2 2 1 2 =
—arg(3 +4a?rf) + (E + dh) (4a?r3 — 1)
4adrg dh 2
=710+ + O(dh
0 —arg(3 4 4a2r3) + £ (4a2r3 — 1) (A7)
a dostavame
16a’rod 16v3rod
" 1+ 8a2r2(1 + 2a2r?) rg + 8v2(r2 + 2v2) ot
Uloha R.4 ... reflektor p¥i vii sile 7 bodl
Reflektor v automobilu se skldda z parabolického zrcadla vzniklého rotaci paraboly z =
= v (r/ro)%, r < ro = 7,0cm, kde v = 5,0cm, v jehoZ ohnisku se nachdzi zanedbatelné

maly nekoherentni zdroj svétla se zarivosti Iqg = 0,4 W-sr~! ve viditelném spektru. Predpokld-

dejme, Ze ve vzdalenosti d = 1,0m od horniho okraje reflektoru (roviny z = v) je kolmo na
osu paraboloidu umisténo stinitko. Na stinitku je patrny svétly kruh, do kterého dopadaji jak
paprsky odrazené paraboloidem, tak paprsky primo ze zdroje. Urcete velikost skoku v intenzité
na hranici tohoto kruhu. Kuba 7idil a premyslel o fyzice.

Na stinitko budou dopadat jak paprsky piimo ze zdroje, tak paprsky odrazené paraboloidem.
Jelikoz je svétlo nekoherentni, budou se ptislusné intenzity na stinitku jednoduse sé¢itat. Skok,
ktery na kraji kruhu pozorujeme, je tak zplisobeny pouze intenzitou odrazeného zareni.

Uvazme sférické soutadnice (r,6, ) se stfedem v ohnisku, pro které jsme odvodili, ze se
nachézi v bodé¢ F = [0,1/(4a)], kde a = v/r3. Na stinftku uvazme poldrni soufadnice (R, ¢),
© se zrejmé v obou systémech shoduje.

Budeme potiebovat znat polomér R na stinitku, do kterého se zobrazi paprsek vyzareny pod
thlem 6 méfenym od osy paraboloidu. Nejprve naleznéme bod paraboly, ve kterém se takovy
paprsek odrazi. Smérnice paprsku pred odrazem je zfejmé

VvV = cos (g - 9) e, + sin (g - 9) e, = sinfe, + cosfey

a parametrickd rovnice paprsku nabyva tvar
r = Asinf

z:i—f—)\cose.

Tato pifmka musi protnout parabolu z = v (r/ro)* = ar?, tedy

1
ar’® = — 4 Acosf
4a

aX’sin? @ = ﬁ +Acosf = A
cosf +1

" 2a sin%6
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Jelikoz hleddme A > 0, budeme uvazovat kladné reseni. Paprsek se tedy odrazi pii poloméru

B COS9+1sin9— 1+ cosf
" 2asin®é " 2asinf
Protoze se odrazi jako paprsek vertikalni, v tomto poloméru také dopadne na stinitko.
Nyni nés zajimé, jak velky plosny element dS = RdRdg na stinitku bude ozaren pti
vyzéfeni paprsku z Zarovky v prostorovém thlu dQ2 = sin 6 df dy. Ze vztahu (R9) mame

(29)

dR_d(1+cos€)_i(1—|—cos9) __1+cos€
a 2asinf /) dO \ 2asiné © 2asin?0
diky ¢emuz urcim velikost ozéfeného elementu jako
1+ cosf 1+ cosf
dS = RdRdp = ————Rdfdp = ————RdN
Y= Sasin2o Y= Sasindo ’

odkud déle uvazujeme kladnou hodnotu dS, nebot paprsky se pfi zvysujicim se 6 pfi odrazu
zkrizi. Nas vsSak zajimé absolutni plosny element. Ze zadani zndme zarivost zarovky Io =
= dP/dQ. Mizeme tedy vypocist vykon dopadajici na plochu dS jako

2asin® @ dS _dP 4a2sin 0

P=Iod0=Ilg————— =" =Jg— "
d ad “T+cost R S~ (14 cosh)?’

(30)
kde jsme dopocetli vyslednou intenzitu 1.

Zbyva najit uhel 8 odpovidajici poloméru R = ro. K tomu potfebujeme invertovat vztah (@)
Zkusme vyjadrit goniometrické funkce pomoci tihlu 6/2

cos ) = cos”(0/2) — sin®(0/2)
sin @ = 2sin(6/2) cos(0/2) .

Po dosazeni dostavame

_ 1+cos®(0/2) —sin®(0/2) 2cos?(0/2) 1
R= 4asin(0/2) cos(0/2)  4dasin(0/2)cos(0/2)  2a cotg(0/2) .

Jeji inverze m4 na intervalu (0, 27n) tvar
0 = 2arccotg(2a R) .
Obdobné mizeme prepsat zlomek ve vyrazu (@)

4a®sin* 0 64a”sin?(0/2) cos*(0/2)  64a”sin®(0/2) cos®(6/2)

(1+cos6)2 (1 +cos2(9/2) —sin?(6/2))2 4 cos*(6/2)

= 16a”sin"(0/2)

Vysledek tak prejde na vyraz
I = 16a° I sin® arccotg(2aR) .

S vyuzitim vztahu
sin arccotg x =

cos arccotgx =

100



Fyziklani Online 2025 15. roc¢nik 26. listopadu 2025

nakonec miizeme pro vysledek v bodé R = ro psat

1 1601 . 2
I = 16421, = =72mW. .
¢ Q(1 + 4a?r?)? (r2 + 4v2)? ya Ve
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