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Uloha 1 ... férovy sprint 3 body

Na letosni olympiddé v Parizi vyhral sprint muzi na 100m v case 9,784s American Noah
Lyles, druhy skoncil o pét tisicin sekundy za nim Jamajcan Kishane Thompson. Lyles bézel
na drédze c¢islo 7, Thompson na draze 4. Bézci startuji na vystrel. Aby jej vsSichni slyseli ve
stejny okamzik, ma kazdy sprinter tésné za svymi startovacimi bloky reproduktor, ze kterého
zvuk vystrelu vychazi. Kdyby ale startovali na vystrel z pistole, ktera by se nachazela pobliz
drahy 1 na tirovni startu, o jaky ¢as by vyhrdl Thompson? Siika drahy je 1,22 m.

Jarda si myslel, Ze vyhrdl Forrest Gump.

Rychlost zvuku je 343 m-s~1, vzdjemn4 vzdélenost levych uch obou bézct je 3-1,22m = 3,66 m.
Z toho dostaneme casovy rozdil

3,66 m

At=-—"—"-"—=0,01 .

M3ms T 0,0107s

Jamajcan by tak vystiel slySel asi o setinu sekundy dfive nez Lyles, proto by diive vystartoval
a dobéhl by do cile jako prvni. Vyhral by o

Atwin = 0,0107s — 0,005s = 0,006,

kde jsme odecetli ¢as 0,005 s zminény v zadani. Zavod by tedy dopadl podobné, jen s opaé¢nym
vysledkem.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 2 ... kolejova 3 body

Pro pohodInéjsi jizdu vlakem se pouziva technologie bezstykovych koleji, kterd spociva ve sva-
rovani kolejnic a vytvareni stejnorodého povrchu pro prijezd vlaku. Takova kolej vsak musi
vydrzet teplotni rozpinani v lété i v zimé. Jak velky teplotni rozdil ocelova kolejnice vydrzi,
pokud je jeji koeficient teplotni délkové roztaznosti 1,63 - 1075 K~ a povolené napéti kolejni-
ce 600 MPa? Uvazujte, ze ocel ma Youngiiv modul pruznosti v tahu 195 GPa.

David jel na koleje viakem.

Ke zjisténi, jak velky teplotni rozdil kolejnice vydrzi, vyuzijeme Hooktuv zdkon. Ten ndm 1ika, ze
normélové napéti o je primo imérné relativnimu prodlouzeni € pres Younguv modul pruznosti
v tahu F

o=FEe.

Relativni prodlouzeni je definovano jako pomér zmény délky Al k puvodni délce lo
_Aal
=

Dale uz zbyva jen zjistit, jak by se kolejnice prodlouzila pfi zméné teploty o At. Ve skutecnosti
se kolejnice neprodluzuje a jeji délka je konstantni, v dusledku ¢ehoz vznika v kolejnici napéti,
které vychézi ze stejnych vztahi. Prodlouzeni ziskdme pomoci vztahu

Al = loOtAt ,
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kde a je koeficient teplotni délkové roztaznosti. Z toho dostavame, ze teplotni rozdil Aty,, prii
kterém kolejnice prekroci dovolené napéti o, je ddno vzorcem

Aty = —.
"7 Ea
Po dosazeni dostaneme, ze Aty = 189 K. Abychom si obh4jili pouzité rovnice, muzeme si situaci
predstavit i tak, ze se kolejnice prodlouzi, ale pak ji stlacime zpét na ptuvodni velikost. V praxi
se nam koleje zacnou ohybat uz i pri nizsich teplotach, zejména na to ma vliv tvar kolejnic
a vaha vlaki, které na kolejnice piisobi.
David Sevcik

david.sevcik@fykos.cz

Uloha 3 ... in the shadows 3 body

Uvazujme lampu o vysce H = 3,2m jako bodovy zdroj svétla. Clovék s vyskou h = 1,8m se
pohybuje od lampy po pifmce rovnomérnou rychlosti v = 1,5m-s™'. Urcete zrychleni vrcholu
jeho stinu. Marek Zije ve stinech.

Oznacme H vysku lampy a h vysku clovéka. Vzdalenost ¢lovéka od lampy je s a x délka jeho
stinu na zemi. Déle ozna¢me pocatecni vzdalenost ¢lovéka od lampy jako sg. Poté z podobnosti
trojihelnika plyne

s+ _ =z N sh
H ~—h T H-h'
Vzdalenost ¢lovéka od lampy se méni v Case jako s = vt + so, dostavame tedy
x:h(vt—&—so) _ hv ‘ot hso

H-h  H-h H-h'

Vidime, ze spicka stinu konéd rovnomérny primocary pohyb, jehoz zrychleni je nulové.

Jakub Komndrek
jakub.konarek@fykos.cz

Uloha 4 ... b&Z, co ti nohy staéi 3 body

Pilot stihaciho letadla Mitsubishi A6M Zero s vykonem P = 940hp letél horizontdlné nad
atolem patricim Spojenym statim americkym rychlosti v = 180 kn. Kdyz pilot spatfil pristavaci
drahu s letadly pokousejicimi se vzlétnout, stlacil spousté obou 7,7mm pevné instalovanych
leteckych kulometii typu 97 s kadenci ¢ = 900 min~! a tstovou rychlosti u = 745m-s~ . Kazdy
z kulomettu disponoval plnym nabojovym pasem s 500 naboji. Jestlize pilot letél presné nad
drahou dlouhou | = 7800 ft, kolika naboji ji zasahl? Dodo sledoval vdlecny film.

Kedze lietadlo leti horizontédlne, v konstantnej vyske ponad drahu, trajektorie projektilov buda
pretinat drahu v rovnakych intervaloch vzdialenosti, v akych budu opustat hlaven. Doba
za ktoru Zero preleti ponad drahu je

s 7800ft  2377Tm

=0T T80kn  926mst _ 207s
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Gulomet mdze bez prestania strielat maximélne 500/900 min = 33,3s. M4 teda dost ndbojov,
aby bol schopny ostrielat celit drdhu. Na drahu teda z jedného gulometu dopadne celkom

N = 25,67s-900min~" = 385nibojov .

Gulomety st vSak dva, hladana odpoved je teda N = 770.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha 5 ... vodohospodéaiské inZenyrstvi 3 body

Vodou se ma setrit, a proto sbirame destovou vodu do sudu. Do néj tisti vodorovny okapovy
vyvod ze svislé roury, ktera vodu svadi ze strechy. Kdyz se vsak sud naplni, voda zbytecné
pretéka do okolni zahradky. Tehdy bychom proto radi okapovy vyvod zavreli, aby voda jen
volné padala rourou dolii, misto aby do sudu d4l pritékala. Vercin tatka je inZenyr (stejné
jako jednou bude ona) a na reSeni tohoto problému vyrobil dimyslné zarizeni. Na hladiné
v sudu plave plastovy vilec o obsahu podstavy S = 100 cm? a hustoté p = 550 kg-m 2, pevnou
tyci pripevnény k okapovému vyvodu. Kdyz tedy hladina vystoupd dostatecné vysoko, vytlaci
véalec, a ten pomoci zminéné tyce vyvod zavre. Jakou minimalni vysku musi vdlec mit, aby
na néj vztlakova sila vody piisobila dostatecné silné pro zavieni vyvodu, a zaroven aby mél
dostatecnou hmotnost pro opétovné otevieni vyvodu, kdyz hladina zase klesne? Uvazujte, ze
aby byl valec schopny manipulovat s vyvodem, musi na néj vzdy pusobit sila alesponi F' = 15N
(pro uzavreni vyvodu smérem vzhiru, pro otevieni smérem doli), jinak se diky pevnému spojeni
nebude soustava valec-vyvod viitbec pohybovat. Verca sledovala tatku pri prdci.

RozepiSeme si podminky pro oba pfipady (otevirdni a zavirani vyvodu).
P1i otevirani potirebujeme
F < Shpg,

kde h je vyska valce.
Pri zavirani musime splnit podminku

F < Shg(pv — p),

kde py, = 998kg-m ™3 je hustota vody a g = 9,81 m-s~2 je tthové zrychleni. Vidime, #e v obou
pripadech je pusobici sila pfimo imérnd vysce valecku, staci tedy urcit, ve kterém ptipadé je h
vétsi a to bude nezbytnd miniméalni vyska. Po vyjadreni z obou podminek dostavame

hi > 27,8cm,

he > 34,1cm.

Odtud vidime, ze minimélni vyska valecku o zadanych parametrech je 34,1 cm.

Radovan Lev
radovan.lev@fykos.cz


mailto:liptak.j@fykos.cz
mailto:radovan.lev@fykos.cz

Fyziklani Online 2024 14. roc¢nik 20. listopadu 2024

Uloha 6 ... vaiime kyselinu 4 body

Jakou nejmensi hmotnost kyseliny sirové H,SO, musime smisit s 200 ml cisté vody, aby se smés
dostala na teplotu varu, kterd je v laboratori 98 °C? Piivodni teplota obou kapalin je 25 °C. Pri
miseni se uvolnuje 70,5kJ tepla na mol dodané kyseliny sirové.

Pocitejte s mérnou tepelnou kapacitou vysledného roztoku 0,75 cal-g=1-°C™1 nezdvislou na
vnéjsich podminkdch a s moldrnimi hmotnostmi vodiku 1,01 g-mol™", kysliku 16,00 g-mol "
a siry 32,07g-mol™!. Uvazujte, Ze celd reakce probéhne rychle a za normélnich podminek.
Zanedbejte tepelnou kapacitu nadoby a tepelné ztraty. Dale uvazujte zjednoduseny pripad, kdy
je mnozstvi uvolnéného tepla na mol dodané kyseliny konstantni az do té chvile, kdy pomeér
latkového mnozstvi kyseliny ku latkovému mnozstvi vody presdhne 0,1. Tehdy zacne mnozstvi
produkovaného tepla s dalSim prilévanim kyseliny vyrazné klesat, a proto uvazujte, Ze smés
v tomto pripadé bodu varu nedosahne. Pokud by to nastalo, udejte do vysledku 0g.

Karel premyslel, proc¢ je to miseni tak nebezpecné.

Celkové uvolnené teplo @ ur¢ime ako
2 4
Q =nH,50,@m = 77— Qm,

kde nu,so, je ldtkové mnozstvo HySOy, ktoré sme vyjadrili pomocou pomeru jej hmotnos-
ti mu,so, k jej moldrnej hmotnosti Mu, so,; a Qm je molarne teplo uvolnené pri zriedova-
ni H,SO,. Molarna hmotnost molekuly je si¢tom molarnych hmotnosti vSetkych atémov v nej,
preto plati

Mu,so, = 2Mu + Ms + 4Mo

pre moldrne hmotnosti vodika My, siry Ms a kyslika Mo dané zo zadania.
Vsetko teplo @ sa podla predpokladov a zdkonu zachovania energie spotrebuje na ohrev
roztoku, potom vdaka zdkonu zachovania hmotnosti bude platit

Q= (mHQSO4 + mHQO) c(tv —to) = (mH2SO4 + PHQOVHQO) c(tv —to)

pre hmotnost vody mu, o vyjadrent pomocou jej objemu Vi, 0 a hustoty pu,o = 0,998 g-cm™3,
merni tepelni kapacitu roztoku ¢ = 3,138 J-g71.°C~!, teplotu varu zmesi t, a jej podiatoé-
nu teplotu to. Z rovnosti tepiel ostdva vyjadrit hladani hmotnost H,SO,, dosadit hodnoty
zo zadania a konstantovniku, ¢im dostavame vysledok

pu,0VH,0C (tv — to) - 934,

Mmu,so, = om et —t0)
2Mp+Ms+4Mg v 0

Na zaver este overime podmienku zo zadania. Pre pomer p latkového mnozstva kyseli-
ny nu,so, a ladtkového mnozstva vody nu,o plati

nm,so,  Mu,so, Mu,o mu,so, (2Mu + Mo) .
b= - - = 0,09 < 0,1,
NH,0 mu,0Mu,so,  pu,0Vi,0 (2Mu + Ms + 4Mo)

a tym padom je vyssie vypocitané riesnie platné.

Patrik Stercz
patrik.stercz@fykos.cz
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Uloha 7 ... pozorovani letadla 3 body

Martin se diva z okna a vidi letét letadlo. Premysli, jak rychle by tak mohlo letét. V duchu
napoditd, ze letadlo bylo v jeho zorném poli mezi domy 10 sekund (letadlo je v zorném poli,
pokud Martin vidi alespori polovinu letadla). A dle poucky ,,1 palec ve vzdélenosti natazené ruky
odpovidd 2,5 thlovym stupnum® spocita, ze letadlo za tuto dobu preletélo 7,5 jeho ,palcii®
Martin netusi, jak daleko letadlo letélo, ale odhadne, Ze v jeho zorném poli zabiralo béhem
celého pozorovani polovinu jeho palce a zZe se mohlo jednat o Boeing 737-800. Spocitejte, jak
rychle letadlo letélo, na zakladé udajii, které Martin odhadl. Martin se dival z Vercina okna.

Pojdme si nejprve zopakovat, které veli¢iny zname:

o Cas pozorovani letadla: t = 10s

« Uhlova vzdélenost pieletu: 7,5 palcti - 2,5 ° na palec = 18,75°

o Uhlova velikost letadla: 0,5 palce - 2,5° na palec = 1,25°

Nezndme vzdélenost letadla, abychom spocitali drahu jeho letu za pomoci thlu, ktery ule-
télo. Mtzeme ji ale snadno vypocitat, pokud si vyhleddme, jakou délku ma Boeing 737-800, coz
je 1 =39,5m. Draha letadla s je pak z trojclenky

18,75°
= 2 . = 2 .
s 1.25° 39,5m = 592,5m
Rychlost pak spocitame trividlné jako
5 592,5m

=-= =59,25ms ' =213,3kmh".

t 10s
Letadlo by tedy dle nagich odhadi letélo asi 213km-h™!. To je mnohem méné nez maximal-
ni rychlost Boeingu 737-800, kters je kolem 950 km-h~!. Uvazime-li vak, ze Martin v zadani
opomnél fakt, ze letadlo pozoroval pfi pristavani, pak se jednd o stdle nepfesny, ale, vzhle-
dem k pouzitym nastrojim (palec), pomérné rozumny fddovy odhad (letadla bézné pristdvaji
v rychlostech kolem 250 km-h™" — 300 km-h™1).

Martin Vanék
martin.vanek@fykos.cz

Uloha 8 ... formule na stropé 4 body

Aby byla treci sila mezi koly aut Formule 1 a povrchem vozovky co nejvétsi, je karoserie
vozu navrzena tak, aby odpor vzduchu pritlacoval auto k zemi. Jakou rychlosti by formule
musely jezdit, aby se mohly udrzet hlavou dolii na stropé? Zjednodusené uvazujme, Ze viiz ma
z boku tvar pravoiihlého trojihelniku o délce 5,1 m, vysce 1,0m a je Siroky 1,8 m. Hmotnost
vozidla i s ridicem je 800 kg. Déle predpokladejme, ze ¢astice vzduchu jsou na pocatku nehybné
a elasticky se od vozidla odréazi. Jarda chteél objet zdcpu v tunelu.

Na situaci se podivime z inercidlni vztazné soustavy spojené s formuli. V této soustavé se
molekuly vzduchu pohybuji rychlosti v proti formuli. Protoze se jednd o elastickou srazku
a protoze je hmotnost formule mnohem vyssi nez molekul vzduchu, mizeme predpokliddat, ze
pro narazejici molekuly plati, Ze je tithel odrazu roven tthlu dopadu, ozna¢me jej a. Protoze se
navic molekuly pohybuji po pfimce rovnobézné se stropem, mizeme tento tthel urcit z tvaru
formule (tedy pravouhlého trojihelniku) jako

o= arctgg =11,3°,
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kde h = 1,0m znaci vysku pravotihlého trojihelniku a d = 5,1 m jeho délku.
Po srazce budou mit molekuly stejnou rychlost, ale od ptivodniho sméru budou odchyleny
o thel 2« (thel dopadu + odrazu). Pro jejich hybnost ve sméru kolmém na strop tedy plati

py = musin2a.

Ze zakona zachovani hybnosti plati, ze tato hybnost je rovna hybnosti, kterou pfti srazce predaji
v tomto sméru formuli. Pro celkovou hybnost v zavislosti na ¢ase potfebujeme do vztahu vyse
dosadit hmotnost vSech molekul, s nimiz se formule srazi za ¢as dt. Uvazujme proto kvadr
o strandch délky s = 1,8 m (Sifka formule), h a v dt, kde v dt je rovno vzdédlenosti, kterou urazi
formule za ¢as dt. Pro hmotnost potom plati

dm = vshpdt,
kde p znaci hustotu vzduchu. Dosazenim do vztahu pro hybnost dostaneme

dpy = vsin2adm,

dpy = shv®psin 20 dt .

Nakonec, pro vztah mezi hybnosti a silou pusobici smérem vzhuru na vozidlo plati

dp
F=—
dt’
odkud
F, = shv’psin 2a.

Tato sila musi vyrovnat tihovou silu Mg, ktera pusobi na formuli
Mg = shv?psin2a,

kde M zna¢i hmotnost formule.

Upravou dostaneme
/[ M . _
v = 79 =98m-=s L.
shpsin 2a

Radovan Lev
radovan.lev@fykos.cz

Uloha 9 ... zah¥ivame plech kyvadlem 4 body

Indukované proudy ve vodici si miizeme demonstrovat experimentem, pri kterém pod rozkyvané
kyvadlo z magnetu a provazku dame kovovy plech a kmitani se rychle utlumi. O kolik stupiii
se zahreje takovy plech? PouZili jsme hlinikovy plech o Sitce i délce a = 12cm, tloustce d =
= 0,42mm s mérnou tepelnou kapacitou ca; = 896 J-kg 1K™, Zdvés kyvadla mél délku | =
= 84 cm, maximalni vychylku o = 33° a hmotnost zdvazi byla m = 120g. Uvazujme, Ze se
polovina energie kyvadla premeénila v teplo, které prijal plech, a druha polovina se rozptylila
Jjinymi zptisoby. Teplo se v plechu rozdélilo rovnomérné. Hmotnost provazku a rozméry magnetu
zanedbejte. Hustota hliniku je pa; = 2 700kg-m 3.

Karel vidél fotku demonstracniho experimentu v ucebnici.
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Pocatecni energie kyvadla je rovna jeho potencidlni energii, kterou spocitame jako
E, =mgl(l —cosa) .
Polovina této energie se vyuzije na zahrati plechu podle rovnice
Q = d’dearpa AT,

kde AT je rozdil vysledné a pocateéni teploty a pa; = 2700kg-m ™2 je hustota hlinfku. Upravou

dostaneme

1

imgl (1 —cosa) = a’dearpa AT,

mgl(1 — cos &)
2a%dcaipa

AT =55-10°K.

AT =

Plech se tedy zahieje o AT =5.5- 1073 K.

Radovan Lev
radovan.lev@fykos.cz

Uloha 10 ... diproton se loudi 4 body

Predstavme si, ze mame castici slozenou ze dvou protonti, tedy jadro helia 2. Takova cCastice
Jje vysoce nestabilni a rychle se rozpada na dva samostatné protony. Jakou nejvétsi rychlost
mohou tyto protony ziskat po spontannim rozpadu v tézistové soustavé? Uvazujte, ze klidova
hmotnost diprotonu je 2,01589 Da a hmotnost jednoho protonu 1,007 825 Da.

Karel premyslel, co by zadal na helium 2.

Klicové je uvédomit si, ze v tézistové soustavé se podle zdkona zachovani hybnosti musi pro-
tony po rozpadu pohybovat rychlostmi o stejné velikosti na opacné strany. Tuto velikost poté
dopocteme ze zdkona zachovani energie. Energie uvolnéna rozpadem je déna vztahem

E = (ma — 2my)c”,
kde mgq je hmotnost diprotonu a mp je hmotnost protonu. Tato energie se preméni na kinetickou
energii
E=2. %mpv2 ,
kde v je velikost rychlosti jednoho protonu. Pro tu tedy dostdvame

maq
v=rc, /] — —2
mp

neboli ¢iselné v = 4,63-10° m-s~1. Vidime, e velikost rychlosti protont dosahuje zhruba 1,5 pro-
centa rychlosti svétla, coz znamen4d, ze nerelativistickd aproximace dava pomérné presny vysle-
dek.

Pozn.: Dalton je jednotka hmotnosti o velikosti rovné atomové hmotnostni konstanté.

Radovan Lev
radovan.lev@fykos.cz


mailto:radovan.lev@fykos.cz
mailto:radovan.lev@fykos.cz

Fyziklani Online 2024 14. roc¢nik 20. listopadu 2024

Uloha 11 ... zrychlené zpomaleni 4 body

Jarda si na kameru v auté natocil svoji cestu po mésté. Na zaznamu pak zacal zkoumat tsek,
na kterém jel maximalni povolenou rychlosti 50 km-h™!, pficemz 55m pied kiizovatkou mu
na semaforu blikla cervend, takze s konstantnim zrychlenim zpomalil, aby u krfiZzovatky stihl
zastavit. Kolikrat zrychlené si musi pustit tento zdznam, aby se mu zdalo, Ze zpomaloval s dras-
tickym zrychlenim 10g? Jarda chtel vsem dokdzat, Ze je superhrdina.

Oznac¢me s = 55 m jako drahu, po kterou musi brzdit, a, jako zrychleni, se kterym ve skutecnosti
brzdil, a podobné pak v, = 50km-h™" = 13,9m-s™'. Ze zdkona zachovani energie miizeme

napsat
2

Fs=ma,s = 1mfur2 = a = o - 1,75m-s"2,
2 2s

kde jsme porovnali puvodni kinetickou energii vozidla s praci, kterou musela vykonat brzdné
sfla F' na jeho zastaveni.

Nyni uvazujme, Ze si zdznam pusti xz-krat zrychlené. Pak se na zdznamu pohybuje rychlos-
ti va = zv;. Urazend vzdélenost s je ale stejnd, tu tedy upravovat nemusime. Pouzijeme vyse
odvozeny vztah a muzeme najit podminku pro zrychleni

2 2
Vs PO 2s
10g=aa:%=x% = xz“lOgv—?:?,S.

Zaznam si musi pustit vice nez sedmkrat zrychlené, aby se na ném pohyboval s pozadovanym
zrychlenim.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 12 ... praskla lihev 4 body

Elisce vyklouzla z ruky lahev perlivé vody, spadla na zem a pii dopadu se v ni udélala dira,
ze které zacalo piti strikat. Uvazujte modelovou situaci, kdy voda strikd pod tihlem o = 70°
(méfenym od zemé) do vysky h = 1,20 m. Jak velky je poddtecni rozdil tlaku v Idhvi a okolniho
tlaku? Elisce spadla ldhev Kofoly.

Ze zakona zachovani energie urc¢ime pocatecni rychlost vody ve svislém sméru

1
fmvfj = mgh,

2
vy = 4/2gh.
Celkovou rychlost pak urc¢ime jako .
~ sin ?a) '

Nyni k propojeni tlaku a této rychlosti vyuzijeme Bernoulliho rovnici, ktera rika

1
P+ 5/)1)2 = konst .
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Pro misto mezi vnittkem lahve, kde méa voda nulovou rychlost, a vodou venku, kde je tlak vody
roven atmosferickému, tedy plati

1 9
p+pa=§pv + Pa .

Dosadime za rychlost
1 2gh
= 2752 (o)’
odkud
p=1,3-10"Pa.
Tlak v lahvi tésné po dopadu byl o zhruba 1,3 - 10* Pa vyssi nez atmosféricky tlak.

Radovan Lev
radovan.lev@fykos.cz

Uloha 13 ... velky kytarovy t¥esk 4 body

Pato pri priichodu dvermi zavadil kytarou o zaruberni. Pozdéji si pii zjiStovani napachanych skod
vsiml, zZe jedna ze strun je naladéna presné o pultén vyse oproti puvodni frekvenci. Protoze
struna byla jiz predtim zrald na vyménu, rekl si Pato, ze zabije dvé mouchy jednou ranou.
Rozhodl se na strunu tésné a pevné navinout novou vrstvu dratu do tvaru sSroubovice.
Jak tlusty drat z identického materidlu si potrebuje koupit, aby navinutim preladil strunu na
puvodni frekvenci? Problematicka struna ma na zacatku tloustku 1,1 mm. UvazZujte rovnomérné
temperované ladéni a takovou manipulaci se strunou, ze se nezméni sila, kterou je napinana.
Strunu v pivodnim stavu i po navinuti dratu povazujte za homogenni rotacni valec.
Patovi se nechtélo si vymeénit struny.

Na tvod trocha hudobnej matematiky. Frekvencie polténov pri rovnomerne temperovanom la-
deni tvoria geometricki postupnost. Poltony sa nasledne po dvandstich spajaji do oktav, pricom
plati, ze poltén o oktavu vyssi bude mat dvojndsobni frekvenciu. Prekladom do matematiky
lahko odvodime kvocient postupnosti ¢ ako

12
9 fnf+12 _ fnfq —g? o 4= %A

pre dva Iubovolné o oktavu vzdialené poltény s frekvenciami f, a frn412. Oznacme frekvenciu
struny pred rozladenim (a po navinut{ drétu) fq a frekvenciu po rozladeni f;. Podla predoslej
rovnice plati

fe=afa= V2fa.
Kmity struny popisuju tzv. Mersennove zdkony, podla ktorych struna dizky ! o dizkovej hus-
tote u je napinand silou F' a kmita s frekvenciou

1 |F
4

Este pred dosadenim do predchadzajicej rovnice si mézeme vsSimnit, ze navinutim drétu na
strunu sa nezmeni jej dlzka a podla zadania ani sila, ktorou ladiaci kolik a strunik strunu

napinaji. Dostdvame
1 |[F X2 |F 6
J— _ = — —_— = - 2 T
20\ pr 2l d Hd fﬂ
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pre dizkov hustotu struny pred navinutim 4y & po navinuti pq. Povazujic strunu za homogénny
valec vieme vyjadrit jej dlzkovi hustotu pomocou objemovej hustoty a prierezu. Drét aj struna
su z rovnakého materidlu, z tohoto dévodu ostane objemova hustota struny rovnaka a plati

de = ld = %ur = \()/ipSr = Sd = \G/gsr

pre hustotu medi p, prierezy rozladenej struny S; a struny s navinutym drétom Sq. Zavedenim
valcovej aproximécie uvazujeme kruhové prierezy, ur¢me teda ich priemery. Priemer rozladenej
struny je zo zadania d; = 1,1 mm, jej naslednym ovinutim dostaneme strunu hrubsiu o dvojna-
sobok priemeru drotu dgq

RM:Sd: 28, = ngdj’
4 4
z ¢oho po vyjadreni dq dostdvame vysledok
12 d!‘ . —2
da=(V2-1) 5 =33:107" mm.
Zhananie tak tenkého drotu moze trvat vecnost, preto bude zrejme jednoduchsie aj napriek
lenivosti strunu vymenit a naladit.

Patrik Stercz
patrik.stercz@fykos.cz

Uloha 14 ... cesta na cesté 4 body

Privalové desté z rozestavéné cesty odnesly dlazebni kostky ve tvaru krychle o hrané 10 cm
a hmotnosti 2kg. Jakd musela byt minimdlni vyska proudu vody, aby dokézal prekonat koefici-
ent treni 0,5 a posunout tak koci¢i hlavy, které lezely samostatné na podkladu? Voda se valila
rychlosti 1,3m-s~1. Uvazujte, Ze voda narszela na stény kostky kolmo, a pocitejte s koeficientem

odporu 1,05. V Cesku byly v zdi zdplavy.
Treci sila je imérna normalové sile, ktera je v tomto pripadé

N =mg —a’hpg
kde jsme od tihové sily odecetli vztlakovou. Zde h je hledana vyska vody a p jeji hustota, stranu
kostky jsme oznacili jako a. Ackoli je kostka na rovném povrchu, muzeme predpokladat, ze tento
povrch (napf. pisek) neni natolik rovny a neporézni, ze by se voda pod kostku nedostala. Voda

tedy svym hydrostatickym tlakem zespodu na kostku piuisobi.
Treci sila musi byt prekondna odporovou silou vody, kterou ur¢ime pomoci vztahu

1
F = §Cahpv2,
kde C' = 1,05 je koeficient odporu, v rychlost proudici vody a soucin ah je plocha, na kterou
voda pusobi. Z rovnosti sil dostavame

fmg

1 2 2
—Cahpv® = fmg — fa*hpg = h=—""9
5 Cahp fmg — fa”hpg ap (1Cv* + fag)

=T71lcm,

kde f je koeficient treni.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha 15 ... kladky s kvadry a t¥enim 5 bodu

Dva kvadry lezi na sobé a jsou spojené pres kladku tak, ze lano vede

vodorovné v obou smérech. Spodni kvadr je spojeny lanem pres klad-
ku s dalsim kvadrem, ktery na tomto lané visi. Mezi kvadry navzajem m
a mezi kvadry a podlozkou je koeficient treni f = 0,10, vSechny tri < m

kvadry vazi m = 500g. Jakd bude velikost zrychleni visictho kvad-
ru? Vsechny kladky a lana jsou nehmotné a soustava je na zacatku
v klidu. Legovi prislo... Ze je to urcité uloha. |™

Na zaciatku je potrebné zistit aké s v systéme trecie sily. Horny kva-

der posobi na spodny silou mg, ¢ize trecia sila brzdiaca tento kvader bude fmg. Spodny kvader
tak bude spomalovany reakciou od tejto sily. Zaroven tak bude spodny kvader pritlac¢any k pod-
lozke silou 2mg a teda bude navyse spomalovany trecou silou medzi nim a podlozkou 2fmg,
¢ize spolu 3 fmg.

Nakolko lané aj kladky st nehmotné, napétie v lane sa nebude pozdii jeho diiky menit.
Oznacme si teda velkost napétia v lane, na ktorom visi kvader ako T3 a velkost napétia v druhom
lane T5.

Velkosti sil posobiacich na kvadre budi nasledujice: na prvy kvader pdsobi tiazova sila
a nahor ho fah4a lano

F1 =mg — T1 5

kde volime kladné znamienko v smeroch, v ktorych sa kazdy kvader bude pohybovaf. Druhy
kvader je urychlovany prvym lanom a je brzdeny druhym lanom a trenim

F2 :T1 _T2 —3fmg
Posledny kvader je urychlovany druhym lanom a brzdeny iba trecou silou.
Fs =T, — fmg .

Nakolko vSetky kvadre st ,na jednom lane“, budu ich zrychlenia rovnako velké. Inymi
slovami: ked sa pohne visiaci kvidder o x nadol, pohni sa oba zvysné kvadre tiez o z. Tym
padom sa musia rovnat aj velkosti ich zrychleni. Dostdvame teda rovnost

ma = Fy = Fy = F3,
ktord je ststavou rovnic s tromi nezndmymi: 71, 7>, a. Vyjadrime najprv Ts
F, =F3
mg — T + fmg ="T>,
z ¢oho nésledne vyjadrime T3

F=F,
mg—T1=T1 —T> —3fmg,
mg—T1=T1 —mg+T1 — fmg—3fmg,

2mg + 4fmg = 311,

12
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z ¢oho uz dostaneme hladané zrychlenie ako
ma = Fi

2 4
ma:mg—fmg—gfmg

3
a= %g - %fg =2,0ms >.
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha 16 ... zvySovani stupné polarizace 4 body

Stupern polarizace svétla P je definovan pomoci intenzit dvou navzdjem kolmych polarizaci I
a Iz jako

_ |- 1o

L+
Predstavme si prostredi, ve kterém se intenzita vertikalni polarizace svétla po kazdé vzdale-
nosti L snizi na 99,0 %, zatimco intenzita horizontalni polarizace klesa rychleji, a to na 97,5 %
s kazdou vzdalenosti L. Po jaké vzdalenosti bude mit svétlo stupen polarizace P = 0,4207 Jako
odpoved zadavejte nasobek L s presnosti na jednu desetinu. Pred vstupem do prostiedi nebylo
svétlo polarizované (Py = 0,000). Karel premyslel o anizotropnim prostredi u voleb.

Dle zadéani vime, ze muzeme psat, ze vertikdlni intenzita I, a horizontalni intenzita I, klesaji
se vzdalenosti = dle vztahu

I, = 0,990 %1y, I, =0,975"F1,,

kde, pro jednoduchost, oznac¢ime Iy jako intenzitu odpovidajici pocate¢ni intenzité kazdé z po-
larizaci, které jsou stejné (pozor, neni to celkovd pivodni intenzita svételného paprsku — ta je
dvojnasobnd).
Tyto vztahy dosadime do definice polarizace a fesime rovnici
0,990"/ ¥ 1o — 0,975%/ %1, 0,990"/F — 0,975%/ -

0,420 = = 7
’ 0,990¢/L 1, + 0,975*/L1y  0,990¢/L + 0,9752/L

ze které vidime, ze vysledek nebude zdviset na poc¢atecni intenzité. Rovnici muzeme na pocitaci
asi nejjednoduseji Tesit tak, ze ji zaddme do néjakého programu, ktery ndm rovnici vytesi
numericky. Pouzit miazeme WolframAlphat

Vysledek ndm vychézi jako x = 58,6 L. Do herniho systému bylo potfeba zadat 58,6.

thttps://www.wolframalpha.com/input?i=%280.99%5Ex+-+0.975%5Ex%29%2F%280 . 99%5Ex%2B+0 . 975%5Ex%29%3D0 .
42C

13


mailto:legolas@fykos.cz
https://www.wolframalpha.com/input?i=%280.99%5Ex+-+0.975%5Ex%29%2F%280.99%5Ex%2B+0.975%5Ex%29%3D0.420
https://www.wolframalpha.com/input?i=%280.99%5Ex+-+0.975%5Ex%29%2F%280.99%5Ex%2B+0.975%5Ex%29%3D0.420

Fyziklani Online 2024 14. roc¢nik 20. listopadu 2024

Pokud jste ale matematicky zdatnéjsi a umite rychle upravovat exponencidlni rovnice, tak
miizeme ukéazat i tento postup, ve kterém ale ¢lovék muze casto udélat chybu pfi prepisu.

0,420 - (0,990"* +0,975°/") = 0,990"/* — 0,975"/*
1,420 - 0,975"/% = 0,580 - 0,990°/
1,420 0,9907/% (0,990)””

0,580  0,975=/L ~ \ 0,975
1,420
0,580 .
0,975

Dosli jsme ke stejnému vysledku, tedy = = 58,6L. Zavérem bychom se mohli jesté podivat,
na jakou uroven intenzity poklesly jednotlivé polarizace. Tyto hodnoty jsou I.(z) = 0,555
a Iy (z) = 0,227.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha 17 ... teplejsi pozadi 5 bodtl

Jako jeden z dokladi velkého tresku dnes pozorujeme zareni kosmického pozadi, které velice
dobre odpovida tepelnému zareni ¢erného télesa o teplote To = 2,725 K. Uvazime-li, Ze je vesmir
stary 13,8 - 10° let, pred kolika lety byla teplota tohoto zareni T = 1,1Ty? Piedpoklidejte, Ze
se vesmir rozping rovnomérné (skdlovy faktor je pfimo timérny casu).

Karel premyslel nad tim, jestli je vesmir nekonecny. . . jestli si ddt toust. . .

Jestlize se vesmir rozpin rovnomérné, pak pro skalovy faktor plati a ~ t. Skilovy faktor vyja-
diuje kolikrat vétsi ¢i mensi byl pomér vzdalenosti v uréitém case ve vesmiru vicéi soucasnym
vzdalenostem. Stejné jako vSechny ostatni vzdalenosti se méni i vlnova délka zareni kosmického
pozadi. Diky tomu, Ze zareni odpovidd vyzafovani absolutné cerného télesa, muzeme vyuzit
Wientv vztah mezi jeho teplotou a vlnovou délkou

A= —
T7

kde b je Wienova konstanta. Pro teplotu tedy plati T < 1/X. Odtud dostaneme

L _ A

T X
Pomér vinovych délek ovsem je

A

X a0

Nakonec pro pomér skalovych faktori plati

a t

ap  to’
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Spojenim rovnic ziskdme

To
04 =t
T to

Tt
5t=t0*t:to(1f?0),

5t =1,25-10°let .

Pozn.: Presnéjsim vypoctem pro vesmir, v némz prevlddd temné energie, dostaneme rozdil
¢astl zhruba 1,3 - 10° let. Vidime tedy, Ze linedrni aproximace davé pro takto maly rozdil teplot
radové dobré odhady. Mimochodem, skalovy faktor zvétsujici se linedrné v Case je dobrym
feSenim Friedmannovych rovnic a odpovidd negativné zakiivenému vesmiru, ktery neobsahuje
zddnou latku (hmotu, zafeni ani temnou energii).

Radovan Lev
radovan.lev@fykos.cz

Uloha 18 ... kombinovana 4 body

Mezi dvéma rovnobéznymi nekonecnymi draty vzdalenymi od sebe | = 10cm jsou napnuty
nevodivé pruzinky s tuhosti k = 10N-mm ™' o klidové délce | se vzdjemnou vzdalenosti jed-
notlivych pruzinek 100 km. O kolik milimetri se pruzinka prodlouzi po tom, co jednim z drati
zacne prochazet proud 20 A a druhym 10 A v opacném sméru? Predpokladejte, Ze se systém jiz
zcela ustalil. Kdta chtéla vymyslet néjakou dlohu, kterd spojuje vice fyzikdlnich odvétvr.

Oznacme velikosti proudu tekoucich v dratech I; a I2. Velikost sily, kterou se draty odpuzuji,
vztazenou na délku dratu lze vyjadrit jako

polila
fi| =
1] 2nd '’

kde d je vzdéalenost dratt v ustdleném stavu a po je permeabilita vakua. Podivejme se nyni na
jeden drét. Kazda z pruzinek na néj bude pusobit silou

F=—k(d—1).

Oznadime-li § vzddlenost mezi pruzinkami, bude sila vSech pruzinek pusobici na tento drat
vztazend na jeho délku

k(d—-1
f2 = 7(T) .
Je-li systém v ustdleném stavu, je vyslednice sil pusobici na drat nulovd. Dostavame tak
fi+f:=0,
/Lo]1]2 o k} (d—l) -0
2nd 1) ’

coz vede na kvadratickou rovnici pro d ve tvaru

2nkd® — 2nlkd — podlil. =0,
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l 1 2,[1,0(5]1]2
— _ — 2 ettt
d=gE5/1+ . (1)

Z tvaru (ﬂ) je vidét, ze minusové FeSeni vede na d zaporné, a je tedy nefyzikalni. Prodlouzeni
pruzinky tak bude

kterda ma dvé redlné reseni

l 1 200011 15
= _t 2 |2 2H00I1T2
d—1 5 + 5 1?2 + s 3,9 mm.
Jakub Komdrek
jakub.konarek@fykos.cz
Uloha 19 ... laserovy obé&d 5 bodu

Ve treti epizodé prvni série serialu Teorie velkého tresku si Leslie Winkleova ohriva obéd laserem.
Z epizody se dozvime, Ze se jednd o laser COIL (A = 1315nm) s vykonem 500kW a ohrivdni
trva 2,60s. Tepelnd kapacita jejtho obéda je 1,00kJ-K~! a je potieba ho ohrdt o 60,0 °C, aby
byl dobry. Kolik moli fotonu vyzarenych laserem za dobu ohrivani obéda se neuplatni na jeho
ohrivani? Predpokladejte, ze pokud foton energii obédu preda, nebude mit zadné ztraty.

Terka méla hlad v laborce.

Energii jednoho fotonu mizeme vyjadrit vzorcem

he

A )

kde h je Planckova konstanta, c¢ rychlost svétla a A vlnova délka svétla. Dale potrebujeme
vyjadrit celkovou energii potiebnou k ohrati obéda, konkrétné to bude

By =

E, = CAT,

kde C je tepelna kapacita obéda a AT vyjadiuje, o jakou teplotu ho potfebujeme ohtat.
Jesté by se nam hodilo védét, kolik energie laser vyzati za dobu, kdy je zapnuty, tedy

Ey = Pr,

kde P je vykon laseru a 7 doba, po kterou jim ohrivime obéd.
Z téchto rovnic uz jsme schopni vyjadrit energii, kterou neuplatnime na ohfivani obéda,
tedy celkovou energii ztrat
Ez = El - Eo 5

z ¢ehoz pocet fotont, které se neuplatnily na ohrivani, vypocteme jako

_E
=&
Po slozeni vsech vztahti dohromady ziskdme
N =) Pr— CAT ’
hc
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takZe po dosazeni zjistime, Ze pocet ¢astic N a molu n je

N=821-10* = n= N - 13,6 mol .
Na
Tereza Voltrovd
tereza.voltrova@fykos.cz
Uloha 20 ... garaZova vrata 4 body

Garazova vrata maji hmotnost m = 200kg. Aby motor vrat nemusel zvedat celou jejich tihu,
Jsou vrata pripojena na ocelovou torzni pruzinu (viz obrdzek |I). Ta md vnéjsi primér D =
= 4,1cm a primér dratu je d = 5,0mm. Jeden konec pruziny je pevné ukotven. Druhy se
otaci spolecné s osou, na niz je lanko, které je dole upevnéné k vratim. Vrata se sklapi dovnitr
garaze do vodorovné polohy a predpokladejme, Ze se na horni strané garaze lamou spojité. Kdyz
jsou vrata sklopend dovnitr, je pruzina uvolnéna. Vyska vrat je H = 2,1 m. Urcete pocatecni
hranicni pocet vinuti pruziny N tak, aby motor mohl pusobit nejvyse silou F' = 150N. Pro
danou pruzinu zavisi moment sily M na tihlu otoceni ¢ jako

Ed*
6AND*’
kde E = 200 GPa je Youngitiv modul pruznosti oceli.

M =kp =

d

[(C ) ==

T

Obrézek 1: Schéma mechanismu vrat.

Jarda nechdpal, proc¢ ta vrata nejdou otevrit, kdyz ta pruzina praskla.

Méme tedy
Ed*
64ND ¥

Sila piisobici na vrata smérem vzhiru je F, = 2M/D. Jestlize jsou vrata nahofe, je pruzina dle
zadani uvolnénd. Kdyz jsou vrata dole, tak se dle obrazku zméni thel ¢ o

M =kp =

9 H 2H

= 2n— = s

PTTED T D

kde H je vzdalenost mezi stropem a spodni ¢asti vrat.
Sila pruziny zvedajici vrata tak je

_2 Bd 2 Bd
P D64AND D ~ 16ND3 '
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Abychom mohli vrata zvednout, i kdyZ jsou celd dole, musime za pomoci sily pruziny pre-
konat jejich tihovou silu mg. Nase sila tedy musi byt minimélné

Ed*

16ND3H'

F=mg—F, =mg—

Odsud muzeme vyjadrit pocatecni pocet vinuti N jako

Ed* .
N=——————H=130.
16D3 (mg — F)
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 21 ... kdo by se béjky bal 5 bodit

Na vélcovou béjku o hmotnosti m = 5,0kg a obsahu podstavy S = 0,20m? pristane racek
vazici M = 2,0kg, ktery ji svym neprilis elegantnim dosednutim rozkmita. Vypocitejte periodu
malych kmiti béjky, je-li orientovdna svisle, jeji vrchni podstava vycéniva nad hladinu a je-li ke
dnu prichycena napnutym fetézem pies pruzinu o tuhosti k = 2,0kN-m~!. Situace se odehrdva
na jezere. Vojta se bojky neboji.

V rovnovazném stavu jsou tihova sila i sila pruznosti vyrovnavany vztlakovou silou. Plati tedy
vztah
(m+ M)g + kly = Slapg,

kde p predstavuje hustotu vody a [1, l2 jsou po fadé prodlouzeni pruziny a vyska ponorené
¢asti vélce v rovnovazném stavu. Pokud béjku vychylime z této rovnovazné polohy o [ (mizeme
uvazovat, ze ji ponofime o 1), bude na ni pusobit sfla F' o velikosti

F=58(2+1)pg—k(lh —1)— (m+M)g =
= Slopg — k li — (m + M)g+Slpg + kl = [(Spg + k)

=0
orientovana proti sméru vychyleni bojky.
Vsimnéme si, Ze tento vztah matematicky odpovidd Hookeovu zakonu — vztahu pro silu

pusobici na pruzinu o tuhosti (Spg + k) vychylenou o . Ze znalosti vztahu pro periodu pruziny
s danou tuhosti a hmotnosti zdvazi pak muzeme pfimocare spocitat

m + M

T =2ny [ 2
T Spg +k

=0,26s.

Nakonec zminime, ze bychom se stejného vztahu mohli dobrat i feSenim pohybové rovnice pro
tuto soustavu, to ale diky matematické analogii neni nutné.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz
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Uloha 22 ... kutalejici se skleni¢ka s ledem 5 bodu

Mgéjme rouru (plast vilce) s velmi tenkymi sténami s plosnou hustotou o = 5,5kg-m™2, kte-
rd je plnd ledu s hustotou p = 917kg-m™> klouzajici po sténdch roury bez tieni. Polozime
rouru na rovinu naklonénou pod tihlem o = 30° tak, aby se mohla kutdlet bez podkluzovdni
a délkal=11cm.

Lego se zamyslel nad zrychlenim kutdlent.

Lad v rire méa celkovii hmotnost m; = Vip = nr?lp. Taktiez sa pohybuje rovnakou rychlostou
ako tazisko rary. Oznacme si teda tuto rychlost v, potom je kinetickd energia ladu

E = 11't7”2lpv2.
2
A nakolko nie je medzi nim a rurou ziadne trenie, nie je ni¢, ¢o by ho roztécalo a teda nemusime
riesit Ziadnu rotacnu kinetickd energiu.
Plast ma hmotnost m, = Spo = 2nrlo. Jeho tazisko ma rychlost v, ¢ize jeho translacna
kineticka energia je
By = rrlov?.

Lenze okrem translacie vSak aj rotuje, konkrétne takou uhlovou rychlostou, aby voci rovine
nepreSmykoval a plat{ tak w = v/r. Zaroven nakolko je vSetka hmota vzdialend od osi otdc¢ania r,
je tak moment zotrvacnosti J, = mpr2, Rotacnd kinetické energia plasta tak bude
1 v?
Epr = §Jpw2 = Tw"lm“Qr—2 = nrlov®,
¢o si bolo mozné vsimnut aj bez pouzitia momentu zotrvacnosti. Spolu je teda kineticka energia
rury aj s ladom

1
Ex=FE + Ept + Epe = §Tcrl(rp +40)0?,

a moézeme teda povazovat nrl(rp + 40) = mer za nejakd efektivnu zotrvaéni hmotnost. Kym
skutoéna celkovd hmotnost je m = my + my, = wrl(rp + 20).

Vysledn4 sila pdsobiaca na raru je zlozka jej tiazovej sily rovnobezna so smerom naklonenej
roviny, ¢ize F\, = mgsin a. Zrychlenie dostaneme vydelenim efektivnou zotrvac¢nou hmotnostou

ako
F, nwrl(rp+20)gsina rp+ 20

= — = = 1 —_— 4 0 . -2 .
T et wrl(rp + 40) g s arp + 4o s
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha 23 ... lahodné palivo 5 bodu

Pan Simpson prijel do ceské jaderné elektrarny na konferenci jadernych bezpecnostnich tech-
niki. Pri bezpecnostni kontrole cesti technici objevili, ze pan Simpson spolkl jesté v domovské
elektrarné uranovou peletku paliva do jaderného reaktoru. Predpoklddejte, zZe peletka je vy-
robena z ¢istého oxidu uranu UO,, uran je obohaceny a mé slozeni 95 % izotopu ***U a 5%
izotopu ?*°U. Jaké je aktivita uranu v peletce, kterou pan Simpson spolkl? Peletka mé& vélcovy
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tvar s primérem d = 7,5mm a vyskou h = 11 mm. Hustota oxidu uranicitého UO; je puo, =
=10,97g-cm 3. Jindra vi, Ze jedna peletka je neskodnd.

Molérni hmotnost kysliku je mo = 16,00 g-mol~!. Mol4rni hmotnost izotopu 2*%U je mass =

= 238g-mol™! a molarni hmotnost izotopu **°U je mass = 235g-mol~'. Polo¢asy rozpadu
téchto dvou izotopi jsou Thsg = 4,468-10% yr = 1,410-10"7 s a Th3s = 7,038-10% yr = 2,221.10'Cs.
Hustota oxidu urani¢itého UO, je puo, = 10,97 g-cm 3. Primérnd molérni hmotnost oxidu

uranicitého v peletce je
muo, = 2mo + (pmass + (1 — p)mass) = 269,85 g-mol ™",
kde p = 5% je pomér izotopu 2**U. Objemova hustota molekul UO, v peletce je

N
n= Y%A o 448102 em P,

muo,

kde Na je Avogadrova konstanta. Objemové hustoty atomi obou izotopt uranu jsou
nozs = pn, nazs = (1 —p)n.

Mnozstvi UO, v jedné peletce neni dostatecné na to, aby udrzelo fizenou Stépnou reakci
jako v jaderném reaktoru nebo nerizenou Stépnou reakci jako pfi jaderném vybuchu. Jedinad
aktivita v peletce tedy pochazi z rozpadu obou radioaktivnich izotopt 23°U a 238U a z jejich
dcefinych produktu.

Obecné se pocet jader N radioaktivniho izotopu s polocasem rozpadu T tidi rovnici

N =No2 T = Noe™ 27T,
kde t je cas uplynuly od zacdtku méreni a Ny je pocet jader v Case t = 0. Aktivita izotopu je

_ dN _ In(2) N()Giln(Z)% _

— N.
dt T

In(2)
T

Celkova aktivita uranu v peletce je

In(2)pnV n In(2)(1 — p)nV

A=
Thas To3s

kde V = nd*h/4 = 0,4860 cm? je objem peletky. Aktivita jader uranu v zaludku pana Simpsona
¢iselné vychazi A = 74,12kBq = 74,1 kBq.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Uloha 24 ... nekoneény odpor 5 bodu
Urcete odpor nekonecné sité idedlnich rezistorti mezi body A a B. Do
Kazdy rezistor na obrdzku ma stejny odpor R = 1k{). /{&é\

Jindra md rdd trojihelniky.

Oznacime bod vpravo nahote od bodu A jako C, bod vlevo nahote
od bodu B jako D a bod v ptli mezi body A a B jako E. Pokud R
bychom odstranili body A, B, E a jejich spojeni, odpor Riot mezi /
body C a D by byl diky symetrii stejny jako mezi body A a B. A
Toho vyuzijeme pti vypoctu odporu Riot mezi body A a B.

Uspotradani rezistorti v trojihelnicich ACE a BDE nahradime usporaddnim do hvézdy.
Vzhledem k tomu, Ze vSechny rezistory maji stejny odpor R, mé kazdé rameno hvézdy stej-
ny odpor R/3. Odpor mezi body A a B je

B

R _E %(%‘FRtot)_’_E
o 3 47 + Riot 37
4R 2 4R 2R (2R
R o I R o = 5 |\ 5 R o - | 5 R o 5
tt(3+tt) 3(3+tt)+3(3+tt)
4R 8R? 2R 4R? 2R
R?ot + ?Rtot = o + ?Rtot + o + ?Rtot ,
12R?
0= R20 5
tot 9
Riot = 23£R =1,154701kS2.
Celkovy odpor této nekonecné sité rezistorid je 1,154 701 kS2.
Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
Uloha 25 ... Zivy pienos 5 bodu

Obrazovku o uhlopricce u = 23 inch a rozliseni 1920 px x 1080 px snimadme ze vzdalenosti d =
= 1m kamerou, pricemz obraz z kamery se zivé prenasi na obrazovku. Uvazujte, ze kamera
snimd ¢étvercovou plochu s diagondlnim zornym thlem o = 50 °, obraz z kamery se prizptsobi
rozmérum televize (tj. ptivodné ¢tvercovy obraz bude protazen na celou plochu obrazovky) a ze
kamera je umisténa na ose symetrie obrazovky. Kolikrat se nam obrazovka zobrazi sama do
sebe, jestlize nejmensi obrazovku dokazeme jesté rozlisit, pokud ma jeji plocha alespori 100 px?

Jarda si poridil novou kameru.

M3é-li kamera zorny hel «, pak v roviné televizni obrazovky zachyti ¢tvercovou plochu o strané
e
s = (\/itg (§)d) —0,659m.

Ze znalosti délky thlopricky a pomeéru stran televize urc¢ime jeji sitku jako
16

st = ———=u = 0,509 m,
162 + 92
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jeji vyska je pak
9
vy = ————=u = 0,286 m
162 + 92

s dosazenim u = 23 inch = 58,42 cm.

Pomér délky strany televize k sifce obrazu zachyceného kamerou urcuje, jak se dana strana
po promitnuti na televizi zmensi. To znamen4, Ze strany obrazovky se v prvnim obraze zmensi
na

St (%3
St —>St— a UVt —> Vg— .
Sk Sk

Takto zmenseny obraz televize je novym vzorem. Déle proto postupujeme obdobné a dostavame
geometrickou fadu, kde pro pocet pixeld, na kterych je zobrazen n-ty obraz televize, plati

UVt St "
()
t 52
kde Ry je celkovy pocet pixeli na televizi, tedy
Ry = 1920 x 1080 px = 2073600 px .

Resenim nerovnice
UVt St "
100 < Ry

Sk2
dostaneme, ze n < 9,09. Je nutné se podivat na dolni celou ¢ast, tedy nmax = 9. Devitou
televizi jesté uvidime, ale desatou jiz ne.

Radovan Lev
radovan.lev@fykos.cz

Uloha 26 ... periodické vychylovani 5 bodul

Elektrony urychlené napétim 1,0kV prochdazi stredem vychylovaciho deskového kondenzatoru
o délce 3,0 cm. Na ten je pripojené stridavé napéti o amplitudé 40V a frekvenci 50 Hz. Elektrony
dopadaji na stinitko osciloskopu umisténé ve vzdalenosti 40 cm od konce kondenzatoru. S jakou
maximalni rychlosti se pohybuje stopa svazku po stinitku? Vzdalenost desek kondenzatoru
je 5,0mm a elektrické pole mimo néj neuvazujte. Jarda obdivuje moderni ploché obrazovky.

Spocitejme rychlost prichozich elektronu. Jestlize byly urychlené napétim V = 1,0kV, pak je

jejich energie Ve. Porovnanim s jejich kinetickou energii m.v2/2 dostdvame jejich rychlost jako

2Ve

Me

=19-10°m-s™",

Vg =

kde me je hmotnost elektronu a e elementarni ndboj. Prostor kondenzatoru tedy tyto elektrony

proleti za cCas

=l 16107,
Uz

kde l1 = 3,0 cm je délka kondenzatoru. Plati tedy, ze v prostoru kondenzatoru se elektrony zdrzi
jen nepatrny cas.

22


mailto:radovan.lev@fykos.cz

Fyziklani Online 2024 14. roc¢nik 20. listopadu 2024

Po tento ¢as na né puisobi elektricka sila kolmé k deskdm kondenzatoru. Elektrické pole mezi

deskami je

E= Lc(lt) = % sinwt ,

kde U(t) je napéti na deskdch kondenzatoru, d = 5,0 mm je vzdélenost mezi nimi, Up = 40V je
amplituda tohoto napéti a w = 2nf = 3145~ ' je dhlova frekvence zmény napéti.

Toto pole se vSak méni mnohem pomaleji, nez je doba priletu elektronu. Muzeme proto
predpokladat, ze za dobu, po kterou se elektron nachazi mezi deskami, se velikost pole nezméni,
a pusobi tak na elektron silou s konstantni velikosti. Tato sila tedy je

U
F=-Ee=—"sinwt.
d
Elektron se tak ve sméru kolmém na desky pohybuje se zrychlenim ay, = F/me a to po ¢as 7.
V tomto sméru tedy ziska pri priletu kondenzatorem rychlost

Tsinwt.

Vy = QyT = — Uoe
v = Wl = T
Smér jeho letu po vystupu z kondenzatoru je dan pomérem v, a v;. Z podobnosti trojihelnik
ur¢ime vzdalenost y mezi rovinou symetrie a mistem dopadu na stinitko, jako
Yy Uy ’Uy 1 er l1l2 Uo .
== = =l—= = —lils——sinwt = ——-——sinwt.
ls vy Y 2 v ! 21}% dme d 2V
Jako l2 = 40 cm jsme oznacili vzdélenost stinitka od konce kondenzatoru.
Vidime, ze tato poloha zavisi periodicky na case. Je to poloha stopy svazku na stinitku.
Abychom nasli rychlost, s jakou se tato stopa pohybuje, spoc¢itame jeji derivaci jako
dy lllg Uo
= — =——-—wcoswt.
dt d 2V
S touto rychlosti se v zavislosti na ¢ase méni poloha stopy. Maximéalni hodnota nastava pokazdé,
kdyz coswt = 1, a ma velikost

Vs

Us,max — ﬂf%% - 15m-s_1 s

kde jsme jesté za thlovou frekvenci dosadili w = 2nf.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 27 ... chod p¥es pirechod 5 bodu

Jarda se rozhodl prejit silnici sirokou 5,0 m ve chvili, kdy se k nému prostredkem vzdalenéjsiho
pruhu blizilo auto rychlosti 50km-h~*. Auto bylo &iroké 1,5m, jelo uprostied svého pruhu
a nijak nehodlalo brzdit. Jarda silnici prebéhl pied autem rychlosti 3,0 m-s~'. Jak nejblize (po
silnici) k Jardovi mohlo auto byt v okamziku, kdy se rozhodl vkrocit do silnice, jestlize ho auto
nesrazilo? Jarda bézel pres silnici po primce. Jarda nechodi vidycky pres prechod. . .

Jarda vkroéi do silnice s rychlosti « = 3m-s~! pod tihlem « vzhledem k norméle ke krajnici. Aby
ho auto nesrazilo, je potieba se vyhnout pravé c¢asti jeho predniho narazniku. Ta se pohybuje
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rychlosti v = 50km-h™! ve vzdilenosti d = 4,5m (nebot pruh je Siroky 2,5m a auto jede
uprostted, jeho okraj je tak vzdélen 0,5m od vzddlenéjsi krajnice).
Jarda vzdélenost d urazi za Cas

d

ucosa

Auto za tento ¢as uraz{ L’ = vt. Oznaéme hledanou vzdélenost L. Pro ni plati

d
L:L’—dtga:d( v —tga): (E—Sina).
U COS (v cosa \u

Tuto funkci L(a) si vykreslime v néjakém grafickém programu (napf. v Geogebfe) a jednoduse
odecCteme, ze minimalni hodnota je priblizné 20 m. To neni moc velkd vzdélenost, rozhodné je

vevs

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 28 ... vyst¥el k lepsim zitiktim 5 bodt

Z déla, které je na rovniku pevné pripevnéno k zemi, vystrelime kouli o hmotnosti 5kg pod
tthlem 45°, kterd dopadne ve vzdélenosti 50 m od déla. Jak by se zkratil sidericky den, kdyby se
Zemeé otacela takovou tihlovou rychlosti, jakou se bude otacet tésné po vystrelu? Strilime smérem
na zapad a Zemi aproximujeme jako homogenni kouli. Neuvazujte jiné vlivy nez gravitacni
pusobeni Zemé. Monca si pro kraceni casu strili z korektori.

Ulohu vyfesime pomoci zékona zachovédni momentu hybnosti. Ten k4, Ze celkovy moment
hybnosti v izolované soustavé musi byt zachovan — v dusledku toho bude platit

Lz2 = Lz1 + L, (2)

kde Lz1 znaéi puvodni moment hybnosti Zemé, Lz znac¢i moment hybnosti Zemé bezprostiedné
po vystfelu a Ls zna¢i moment hybnosti stfely. Ten ur¢ime z jeji rychlosti. Vyjadiime-li si jej
ve vektorové podobé, dostaneme z definice

Li=rxp=mrxv,

kde m = 5kg je hmotnost koule, v zna¢i vektor rychlosti stiely a r je priuvodi¢ rotace (v nasem
pripadé, kdy se nachdzime na rovniku, se jedné o vektor sméfujici od stfedu Zemé k délu). Pro
Gcely tlohy nés zajima pouze velikost momentu hybnosti — z vlastnosti vektorového soucinu
proto muzeme psat
Ls = mRgv,,

kde Rg = 6,378 - 10°m je rovnikovy polomér Zemé a v, je vodorovn slozka rychlosti koule.
Protoze stiilime pod tthlem 45°, bude tato vodorovna slozka rovna sloZce svislé. Déle vime, Ze
st¥ilime na vzdalenost = 50m a pfi tthovém zrychleni g = 9,81 m-s~2. Sepisme proto rovnice
vrhu pro bod dopadu
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Vyjadfenim ¢asu z prvni rovnice a dosazenim do rovnice druhé dostédvame

_ JoE
Vg = 5 -
Nyni se vratme k rovnici (E) Vime, ze pro moment hybnosti koule o hmotnosti M a poloméru r,
rotujici thlovou rychlosti w plati
2
Lo = ng%;.

V situaci pred vystielem mame thlovou rychlost w; = 7,292 - 10 , kterd odpovidé jedné
rotaci za 23 hodin, 56 minut a 4 sekundy, coz je délka siderického dne. Po vystfelu uvazujeme
dhlovou rychlost ws = w1 +Aw. Oznaéime-li tedy hmotnost Zemé Mg = 5,974-10%* kg, mtizeme
puvodni rovnici upravit na

-5 871

2 2
5M@Ré(w1 + Aw) = gM@Réwl + mvg Ry
odkud vyjadiime Aw jako
Aw — S5mug
~ 2MgRs

Nyni z této tthlové rychlosti vyjadiime zménu délky dne AT. Dostaviame

21 2% 2 1 () . Aw 5nm 5nm gzT
AT=—— ——=—1[1- X 2n—s = 5 Vs = 54/ 5 >
w1 w1 tAw  w 14+ %:“ w} MgRgw? MgRgw? V 2

kde v tpravé (x) vyuzivdme toho, ze 1/(14+x) &~ 1 —z pro dostatecné malé z (a v nasem piipadé
je tato aproximace opodstatnénd, jak zjistime po dosazeni).
Numerickym dosazenim pak dostavame

AT =6,1-107s.
Vidime, ze AT je nepatrné vuci T, coz dokazuje, ze nas predpoklad Aw/wi < 1 byl spravny.

Momnika Drexlerovd
monika.drexlerova@fykos.cz

Uloha 29 ... visici mobil 5 bodil

Petrovi spadl z policky mobil o hmotnosti m = 200g pripojeny na nabijecku zasunutou v za-
suvce s kabelem tvorenym dvéma médénymi draty kruhového prirezu o délkach lp = 1,00 m
s priimérem do = 1,50 mm a zitistal na ni viset. O kolik nanoohmi se zménil odpor nabijecky?
Uvazujte, Ze nabijecka tvori s mobilem sériové zapojeny obvod se zdrojem v zasuvce. Younguv
modul pruznosti médi je E = 110 GPa, jeji Poissontiv pomeér v = 0,340 a jeji mérny elektricky
odpor p = 16,78 nQ2-m. Vliv plastového obalu kabelu zanedbejte.

Petrovi spadl mobil (znovu,).

Nejprve si spocitame, jak se zméni rozmeéry dratt. Visici mobil ptisobi na nabijecku silou F' =
= mg. Protoze priifezy dratf jsou kruhové, plati pro jejich obsahy So = nd3/4 a pro napéti o
na kazdém z drati

mg 2mg .
7 250 nd? ’ &
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pricemz tihovou silu Fy délime dvéma, protoze mobil je zavéSeny na dvou dratech.
Novou délku dratu muzeme spocitat z Hookeova zdkona jako

I=1lo (1+%) = 1,000005m.

Drat se vsak protazenim také zizi. Poissontiv pomér médi je v = 0,340, pro novy prumér tedy

plati
vo
Abychom nalezli odpor nabijecky, pouZijeme vztah vyuzivajici mérné rezistivity
l
R=p-.
s
Pro rozdil puvodniho a nového odporu tedy plati

l lo
R—Ry=2 (f - 7) ,
0TS TS,
kde koeficient 2 pred vyrazem vpravo vyjadiuje, ze fesime zménu odporu dvou identickych

drata zapojenych v sérii. Dosazenim dostéavame

o2 (1t F
R— Ry = So (1_%)2 1

Abychom mohli tento vyraz dale zjednodusit, muzeme si rozvinout koeficient v prvnim ¢lenu
v zavorce do Taylorova polynomu

1 N 1
(i-%) 0

Dosazenim rozvoje do ptivodniho vztahu a zanedbanim kvadratického ¢lenu v Taylorové rozvoji
dostavame

5 =142z + o(z?).

2pl00
SoE

coz po dosazeni numerickych hodnot vychazi jako

R— Ry = (QV—‘rl),

R— Ry =161,0n9.

Petr Sacher
petr.sacher@fykos.cz
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Uloha 30 ... soustfedné sféry 5 bodu

Méjme nekonecné mnoho soustrednych kulovych ploch s rovnomérné rozlozenym nabojem.
Nejmensi sféra s polomérem r = 0,1 mm m4& kladny ndboj 2Q), kde Q ma hodnotu elementarni-
ho ndboje. Vechny ostatni sféry maji (rovnéz kladny) ndboj @ a polomér n-té sféry je n-krat
vétsi nez polomér (n — 1)-té sféry. Jaky je potencidl na povrchu nejmensi sféry, jestlize nulovy
potencial je v nekonec¢nu? Monca nasla potencidlni vyuziti néjaké aproximace.

Potencial elektrického pole na sféfe se chova stejné jako potencidl okolo nabitého bodu, ktery
ma stejny naboj jako sféra. Lze jej tedy vyjadrit jako

p=k1
T

kde ¢ je ndboj a k = 1/(4ne) je konstanta popisujici prostiedi. Podle principu superpozice se
elektrickd pole jednotlivych sfér neovlivni, celkovy potencidl na povrchu nejmensi sféry bude
tedy dan souctem potencidlt jednotlivych sfér — bude tedy tfeba secist vSech nekone¢né mnoho
vrstev. Pokud si rozepiseme prvnich par ¢lenu souc¢tu, mizeme si vSimnout jistého vzorce

_ 29

T

wzzk%,
“”3:k2-Q3r:k%’

Neni tézké oveéfit, Ze tento trend bude pokracovat a pro kazdou n-tou vrstvu (pro n > 2) tedy
bude platit
Q

on =k——
TLT

Nyni muZeme z celého nekoneéného souctu vytknout konstantu k£Q/r, dostaneme

. .Q 11,1 1
L)0(:elfk7(2<|* +3'+ +5'+ )

Nekonecény vyraz, ktery nam zustal v zdvorce, je rozvoj Eulerova ¢isla; feseni tedy lze zapsat
jako
e
Pcel = kQ

Po dosazeni ¢iselnych hodnot vychézi

Qe

1,602 - 1071
e = K2 g 1002 10 e

oo = 391077V,

=9-1

Potencidl na povrchu nejmensi sféry je weer = 3,9 -107° V.

Monika Drezxlerovd
monika.drexlerova@fykos.cz
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Uloha 31 ... odmé&feny plyn 5 bodu

Odmérny vialec ponorime cely do vody, otoc¢ime dnem vzhiiru a vysuneme tak, Ze jeho cast nad
hladinou je plnd vody. Poté pod néj do vody privedeme trubicku, kterou nechame protékat
argon z tlakové lahve. Plyn bubld smérem do valce tak, Ze se nahore vytvori plynova kapsa.
Jakmile se argon ustali a hladina vody ve valci a mimo néj se srovnd na stejnou troverl, zmérime,
Ze objem plynu je 0,851. Jaka je hmotnost argonu ve vdlci? Teplota vody a uvnitf vélce je 81 °C,

vy

v okoli je atmosféricky tlak. Jarda i letos zkoust resitele nachytat.
Jakmile se vyrovnaji hladiny, je uvnitf stejny tlak jako venku, tedy atmosféricky. Uvnitr je tedy

_ v
"= RT

moli plynid. Experiment ale probiha za pomérné vysoké teploty, kdy uz je nezanedbatelny tlak
sytych vodnich par. Molekuly vody se vyparuji z povrchu hladiny do objemu véalce, v rovnovaze
ale stejné mnozstvi kondenzuje zpéatky. Celkovy tlak p, uvniti vdlce je tak ddn sou¢tem tlaku
molekul vody pu,0 a argonu par, podobné je tomu se souctem vsech ¢dstic.

Tlak sytych vodnich par pri 81 °C je asi pu,0 = 0,05 MPeL,E coz je priblizné polovina atmo-
sférického tlaku. Parcidlni tlak argonu a pocet molu jeho ¢astic ve vélci proto je

. Vv
Par = Pa — pH,0 = 50kPa, nar = p]’;T

= 0,014 mol .

Molarni hmotnost argonu je Ma, = 40 g-mol~!, jeho hmotnost ve valci je proto

(pa — pu,0)V .
mar = MArnAr = MArRi,I? - 0758g -
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 32 ... sledovéni poéasi 5 bodt

Meteorologicka druzice kontinualné porizuje snimky zemského povrchu. Data vysila k Zemi na
konstantni frekvenci f. Jindra zachytil na anténé signal druZice poprvé ve chvili, kdy vystoupala
tésné nad obzor. Frekvence byla fmax = 137,91551 MHz. Druzice nasledné stoupala dile nad
obzor a kulminovala v nadhlavniku. Posledni signal Jindra zachytil tésné pred tim, nez druZzice
zaletéla pod obzor. Tehdy byla frekvence fmin = 137,909 49 MHz. Jaky je polomér obézné drahy
druzice?

Predpokladejte, ze druzice obiha okolo Zemé po kruhové draze. Zanedbejte rotaci Zemé
a jeji vliv na posun frekvence. Jindra byl na Ezpe.

K posunu frekvence dochazi v dtsledku Dopplerova jevu. K Dopplerovu jevu ve vedoucim radu
prispivé jen prumét vektoru rychlosti do spojnice mezi druzici a pozorovatelem. Druzice obihé
Zemi po kruhové draze se zatim neznamym polomérem R. Jeji velikost rychlosti je konstantni

_ |GM
V=N TR

2Viz napf. https://wwu.tzb-info.cz/tabulky-a-vypocty/9-vlastnosti-syte-vodni-pary-pri-danem-tlaku.
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kde G je gravitaén{ konstanta a M = 5,97 - 102* kg je hmotnost centralnfho t&lesa, v tomto
pripadé Zemé.
Jelikoz druzice prelétala Jindrovi nad hlavou, jeji prumét rychlosti pri preletu pres obzor
byl
_,/GMREs
- R R’
kde Rg je polomér Zemé.
Pri vychodu druzice nad obzor pozorovatel naméril vyssi frekvenci

C

Smax = fs

c—u
protoze v tu chvili se vzdalenost mezi nim a druzici zkracovala. Pti zapadu druzice pod obzor

naméril pozorovatel nizsi frekvenci
c

fmin = c _|_ u f7
jelikoz v tu chvili se od néj druzice vzdalovala.
Tyto dvé rovnice mtzeme spojit do jedné
Jmax(¢c —w) = fmin(c+u),
u= cfmax - fmin’
fmax + fmin

1 fmax_fmin
\/GM R2 =
@RS/Q C‘)(.ma>('~_fxrlir17

2
R: 3 GMRZB (fmax"’fmin) _

02 fmax - fmin

= 7229km = 7230 km.

Druzice obihd Zemi po kruhové draze s polomérem R = 7230 km.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 33 ... piedrazeny taxik 6 bodt

Beéhem jizdy taxikem Moncu napadlo, ze pro zadny taxik nemiize byt vyhodné, kdyz bude
zakaznik jeho sluzeb vyuzivat prilis dlouho. Nechala se vsak unést fantazii a predstavila si ta-
xik, ktery béhem jizdy postupné zvysuje svou sazbu. Predstavme si hypoteticky taxik fungujici
nasledovné: za prvni hodinu jizdy si tuctuje pevnou konecnou cenu, tuto castku si pak tuctuje
i pro nasledujicich 59 minut jizdy. Doba jizdy, kterd stoji tuto cenu, dale klesa jako geomet-
rickd posloupnost. Tento taxik navic jezdi po tsecich délky so, pricemz prvni z nich prekona
za 1 hodinu, druhy za 1 hodinu a 1 minutu a tato doba ujeti tuseku délky so ddle roste jako
geometricka posloupnost.

Uvazme nejkratsi moznou jizdu, za kterou bychom zaplatili nekonecnou sumu. Urcete cel-
kovou priimérnou rychlost takovéto jizdy, pokud je rychlost taxiku v kazdém tseku konstantni,

pridemz v prvnim tseku jede taxik rychlosti 30 m-s™!. Moncu natdhli v taxiku.
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K vypoctu prumérné rychlosti potfebujeme uréit celkovy ¢as t a celkovou dréahu s jizdy taxikem.

Nejprve spocitejme celkovy cas. Doba jizdy, ktera stoji stejnou cenu, se zmensuje jako geo-
metrickd posloupnost. Z jejich prvnich dvou ¢lenu spocitame jeji kvocient

_ b
q - tl )

kde t1 = 60 min a t2 = 59 min.

Aby cesta taxikem stdla nekonefnou sumu, musime kone¢nou sazbu zaplatit nekone¢né-
krdt. Minimélni dobu jizdy ¢ tedy vypoc¢teme sectenim geometrické fady (nekoneéné sumy)
s kvocientem ¢ a prvnim ¢lenem t¢;. Dostavame

- i h
tfm;qfl_q. (3)

1

Nyni se vrhnéme na vypocet ujeté drahy. Prvni tisek projel taxik rychlosti v1 = 30m-s™
za Cas t1. Délka kazdého z tsektl je tedy so = vit1. Celkova délka jizdy roste s poc¢tem takovych
ujetych useku jako geometrickd fada. Jeji kvocient opét urcéime jako

T2

r=—,
T1

kde 71 = 60min a 72 = 61 min. Doba jizdy pres n tuseku tedy bude tvaru
r"—1
r—1"~

T=T1

Vyjaditme-li z () pocet tisekit n, mizeme dosadit za 7 skutecnou dobu jizdy ¢ dle ()

n = log, [1+(’"1)t] —1ln<1 T_”l) =419,
T1

" Inr _q—lﬁ

N4&s taxik tedy ujel 41 celych tseku dlouhych so a vétsi ¢ast dalsiho tseku. Po tomto dseku
jel po dobu t — 7 rychlosti
S

V42 = - i1
r4l ’

T42
coz znamena, ze urazil celkovou drdhu

t—1T1
S = 4180 -|—’U42(t — T) = V1 (41t1 =+ TﬁT) .
Pro primérnou rychlost v celé ujeté drize nakonec dostdvame
s

v = -
t

U1 t—T1
= 7 (41t1 + 77,41 )
1

= 755kmh™t.

ni(r'! —1)(q — 1))}

t1(7‘ — 1)

Monika Drexlerovd Vojtéch David
monika.drexlerova@fykos.cz vojtech.david@fykos.cz
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Uloha 34 ... natlakovana bublinka v oleji 5 bodu

Jakou dodatec¢nou silou bychom museli ptisobit na pist, ktery vede do nddrze, v niz je mala
bublinka vzduchu v oleji, aby se jeji polomér zmensil na polovinu? Pist ma pri¢ny prurez
o plose S = 4,20cm?. Pro jednoduchost predpoklédejte, #e v bublince byl ptivodné vzduch
za normélnich podminek a jeji polomér byl r = 0,420mm. Povrchové napéti oleje je o =
=3,42-10"*N-m™!, olej dobre vede teplo a jeho teplota se v priibéhu déje znatelné nemént.
Karel premyslel nad neZddouci bublinkou.

Neméame zadant vysku piestu, ani ni¢c podobné, ¢ize zanedbame vplyvy hydrostatického tlaku
(tie by sa aj tak zrejme vykratili, pokial sa bublinka nepresunula). Potom z Pascalovho zdkona
vyplyva, ze tlak v oleji bude vSade rovnaky a rovny tlaku od piestu p = F/S. Ak si teda
oznacCime tlak oleja na zaciatku p; a tlak oleja, ktory potrebujeme dosiahnut, aby sme stlacili
bublinku na polovicu jej pévodného polomeru p2, tak (nakolko plocha piestu sa nemeni) je
potrebna dodatoc¢na sila rovna

AF = S(p2 —p1).

Lenze vnutri bublinky bude v dosledku povrchového napétia oleja tlak iny. Konkrétne ka-

pildrny tlak bubliny je
Ape=
pk - R )

kde o je povrchové napétie kvapaliny, z ktorej je bublina tvorend a R je polomer bubliny.
Doélezita poznamka: na internete pravdepodobne skoér narazite na vzorec udavajici 2-krat vyssi
kapildrny tlak (¢ize mé koeficient 4 namiesto 2). To je ale vzorec pre bublinu v zmysle vzduch —
blana — vzduch. Takd bublina ma dva povrchy (vnitorny a vonkajsi) a teda aj tla¢i 2-krat
silnejsie nez ,,bublinka“, ktord je vnutri tekutiny a teda je tlacend len jednym povrchom.

Vieme, zZe bublinka bola na zaciatku v normalnych podmienkach, ¢ize v nej bol tlak pa.
KedZze pozndme jej pociatocny polomer a z neho vieme spocitat aj kapilarny tlak od bubliny,
tak mézeme dopocitat pociatocny tlak v oleji ako

20

p1:pm1—APk1:pA—7.

Polomer bublinky na konci pozndme, ¢ize pozname aj kapilarny tlak na konci. Zostéva nam
uz len dopocitat aky tlak musi v bublinke byt, aby sa tak stlacila. Zadanie pise, ze olej dobre
vedie teplo a jeho teplota sa v priebehu nemeni, z ¢oho vyplyva, Ze ani teplota v bublinke
sa nebude menit. Dalej je logickym predpokladom, #e vzduch z nej neusiel nikam inam, ize
méame stary znamy izotermicky dej. Pri izotermickom deji st tlak a objem nepriamo timerné.
Ked chceme bublinku stlacif na poloviény polomer, znamend to, ze jej objem klesne 8krat. Tym
padom v nej tlak narastie 8krat. Symbolicky

c_C G

sy ok

DPin1 = —5 = PaA,
r
Co Co

in2 =— =8— =38 inl — 8 .
Pin2 (r/2)? 73 Pinl DA
Potrebny tlak v oleji je
20 4o
P2 = Pinz — Apk2 = 8pa — —= =8pa — —,
r/2 r
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¢o uz mozeme dosadit do vztahu pre dodatocénu silu
4 2 2 .
AF =S(p2—p1) =S ((8PA - 7") - (pA - 7")) = (7pA - 7“) = 298N

Moézeme si vSimnut, ze velkost prispevku od kapilarneho tlaku je len AFy = 2So/r =
= 0,7mN. Cize celé povrchové napétie sme mohli ignorovat, ¢o sa celkom dalo ¢akat, nakolko
ma olej povrchové napétie velmi malé.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 35 ... dramaticky uték 6 bodi

Marek utika pred svymi povinnostmi pres most vysoky H = 4,0m, ale zjistuje, Ze je obklicen.
Chce proto skocit na lod o délce L = 8,0 m, jejiz prid pravé vyplouva zpod mostu a pluje dal
rychlosti vy = 5,0m-s~'. Jaky je rozdil mezi maximéalnim a minimdlnim thlem o, pod kterym
miuiZe Marek skoéit z mostu rychlosti v = 8,0m-s~1, aby dopadl na lod? Piedpoklidejte, Ze se
Marek odrazi smérem vzhiru a zanedbejte vysku lodi.

Marek je stvanec. Jarda po ném chce korektury seridlu.

Zavedeme si souradnicovy systém, ktery ma svij pocatek ve vychozi poloze Marka, m4 osu x
rovnobéznou s drédhou lodi a osu y, kterd je na ni kolma. Cely systém se pohybuje smérem
i rychlosti shodnou s lodi. V tomto souradnicovém systému se Markova poloha méni tak, ze

z = (vcosa —u)t,
. 1 5
y =vtsina — Egt R

kde « je thel, pod kterym Marek skocil viic¢i ose x a t je ¢as od momentu vyskoku. Vyjaddienim ¢
z prvni rovnice a dosazenim do druhé dostaneme

TV sin o g2

veosa —v  2(vcosa — )2’
coz muzeme prepsat jako

zvv/1 — cos? « gz?

vCosa — U 2(vcosa —u)2

Zavedeme substituci

cosa =k,

_zuV1— k2 gx?

vk —u 2 (vk —v1)*

Dostali jsme rovnici, kterou musifme Fesit numericky (po roznisobeni se vyskytuji ¢leny az k*),
dosadime tedy za hodnoty y = —H a x = —L a vyuzijeme numericky resic. Dostaneme vysledné
hodnoty pro k, resp. cos «

COS Omax = 0.13012 = Qmax = 82,52°.

32


mailto:legolas@fykos.cz

Fyziklani Online 2024 14. roc¢nik 20. listopadu 2024

Timto jsme dostali maximalni thel, pod kterym muze Marek skodit.
Aby Marek skoc¢il pod minimélnim tdhlem, musi dopadnout pfesné na prid. Jeho rychlost,
v nasem souradnicovém systému ve sméru osy x, tedy musi byt nulova

U1 o
COS Qmin = — =  Qmin = 91,32 .
v

Rozptyl dhla, pod kterymi muze Marek skocit je tudiz

Aa =312°.
Radovan Lev
radovan.lev@fykos.cz

Uloha 36 ... nekoneény odpor II 6 bodu
Urcete odpor nekonecné sité drati mezi body A a B. Trojuhelniky Lo

tvorici sit jsou rovnostranné a vzdalenost mezi body A a B je a =

= 1,000000m. Vsechny drdty jsou stejného typu a maji mérny

odpor A = 1,000 000 Q-m™*. Jindra se ztdci v drdtech.

Oznacime bod vpravo nahote od bodu A jako C, bod vlevo nahote

od bodu B jako D a bod v puli mezi body A a B jako E. Pokud

bychom odstranili body A, B, E a jejich spojeni, odpor mezi body C A B
a D by byl poloviéni oproti odporu Rt mezi body A a B. To je diky tomu, ze v trojihelniku
mezi body C a D maji vSechny draty polovi¢ni délku, tudiz i polovi¢ni odpor. Toho vyuzijeme
pri vypoctu odporu mezi body A a B.

E

Obrazek 2: Vyznaceni bodia C, D a E.
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Usporadani rezistori v trojihelnicich ACE a BDE nahradime uspotrdddnim do hvézdy.
Vzhledem k tomu, ze vSechny rezistory maji stejny odpor R = Aa/2, md kazdé rameno hvézdy
stejny odpor R/3. Odpor mezi body A a B je

2R (2R Riot

R _§+7(7+ E')+§

tot*3 %+Rt20t 37
4R Riuot\ 2R (4R Rio 2R (2R Ryiot

Rt°t<?+2>_3(3+2)+3<3 2)’

R%. 4R 8R*> R 4R* R
_ 7Ro:7 7R0 — *Roy
2+3tt 9+3tt+9+3tt

3R2, + 4RRio, — 8R* =0,

—4R + V16R? +96R?> 2
Rtot = 6 + = g (—1 + \/?) .

Fyzikdlni feseni m4 jediné kladné feseni. Dosadme tedy za R, ¢imz ziskame vysledek

Rioy = (VT —1) ? =(V7-1) % = 0,548 5838 ().

Odpor tohoto nekonec¢ného obvodu mezi body A a B tedy je zhruba 0,548 583 8 2.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 37 ... dipél na pruziné 5 bodtl

Uvazujme dvé nabité &dstice, které spolu tvorf elektricky dipél o momentu po = 2,20-1072° C - m.
Systém se nachazi ve svém energetickém minimu, kdy jsou c¢dstice od sebe vzdaleny lp = 3,10 nm.
Pii vychyleni se chovaji, jako kdyby mezi nimi byla pruzina o tuhosti k = 4,80 mN-m™*. Jaky
by byl moment dipélu, pokud by se pohyboval rychlosti v = 28,0km-s~! kolmo na smér svého
dipélového momentu v homogennim magnetickém poli o indukci B = 250mT, které je kolmé
jak na vektor rychlosti dipdélu, tak i na smér dipélového momentu? Zadejte nejvyssi moznou
hodnotu. Jarda se v magnetickém poli meni.

Pro hodnotu elektrického dipélu mimo magnetické pole uvazujme vztah

po = qlo,

kde ¢ = 7,1 - 10717 C je velikost nébojt &astic.

V magnetickém poli na kazdy ndboj pusobi také magnetické sila o velikosti Buvg, kde ¢ je
néboj ¢astice. Znaménko u néaboje je pro ¢astice ruzné, ale vektor rychlosti i magnetické indukce
a velikost naboje je pro obé Castice stejnd. Proto na kazdy nédboj ptsobi sila opa¢nym smérem.
7 rovnosti sil na pruziné tak dostdvame

k(lm —lo) = +Bvq,

kde znaménko zavisi na tom, v jakém smeéru vici magnetickému poli se ndboje pohybuji. Veli-
¢ina I, oznacuje vzdéalenost mezi ¢dsticemi pri pohybu v magnetickém poli. Pokud si zavedeme
orientaci tak, ze vektor B mifi do osy z, vektor rychlosti do osy x a v pravotocivém kartézském
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systému je kladny naboj na kladné y-ové souradnici. TakZe je v rovnici znaménko — (magne-
tickd sila tla¢i ndboje k sobé&), v opa¢ném piipadé je + (magnetické sila pisobi proti ptitazlivé
elektrické).

Cel4 tloha se nyni pté na velikost sou¢inu pm = ¢lm. Protoze chceme znat maximélni mozné
feSeni, potfebujeme, aby magnetickd sila tlacila magnety od sebe, tedy aby jejich vzdalenost
byla co nejvétsi. Budeme proto dale v predchozi rovnici uvazovat pouze znaménko +.

Vyjadiime [, jako

Bug
Ilm = lo,
A +lo
coz muzeme vynasobit velikosti ndboje ¢, abychom dostali hledany dipélovy moment
Bug? Bup} _
Pm = a4 + po = ]2?0+p0:272710 25C'm‘
k kg

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 38 ... neteée tepla voda 6 bodu

Petr si na FYKOSim vyjezdu o ptulnoci vlezl do sprchy. V momenté, kdy pustil vodu, se zapnul
bojler o objemu V = 1001 plny vody a zacal ohrivat sviij obsah. Béhem toho z néj vsak kazdou
sekundu odtékd voda do sprchy rychlosti Q = 0,11-s™' a stejnou rychlosti do bojleru vtéké
studend voda z rozvodu. Teplota studené vody z rozvodu Ty = 20°C je shodnd s pocdtecni
teplotou vody v bojleru. Za jak dlouho se bude moci Petr sprchovat vodou o teploté Ty =
= 40°C? Bojler md vykon P = 15kW. Uvazujte, Ze voda se po priteceni do bojleru dokonale
promisi. Petr neni otuzilec.

Kromé ohfevu vykonem P je objem V chlazen pritékajici vodou, coz muzeme chapat tak, ze
mu voda ubird teplo chladivym vykonem P,

P, = prc (Tﬁ TS) )

kde T je teplota vody v bojleru, p hustota vody a c jeji mérna tepelna kapacita. Bojler je naopak
ohfivan vykonem P.

Teplo uchované v bojleru muzeme vyjadrit jako 7 = VpcT. Zména tepla za jednotku casu
je tedy primo imérnd zméné teploty jako

dr dT

E = VPCE,

coz se rovné celkovému tepelnému vykonu. Plati tedy

dT
Vpc— =P — Qpc(T —1Ty) ,
dt
coz je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi pro proménnou 7' v zavislosti na ¢ase t.
Jejim obecnym fesenim je
T

:&(P—exp(—%(t-&-k)))-i—ﬂ-
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Dosazenim pocatecni podminky 7°(0) = Ty dostdvdme pro konstantu k

\%
c=——InP,
Q

tedy partikuldrnim feSenim rovnice je
P Q
T=—|(1- ——=t Ts.
Qpc ( oxXp ( 1% )) +

Cas ti, bude v momenté, kdy voda dosdhne pozadované teploty Ti = 40°C. Dosazenim
a nékolika tpravami dostadvame

\% Qpc )
tk =——=1 - (Ix—-Ty) |-
=g (1= @)
Po dosazeni ¢iselnych hodnot ziskavame
te =8,0-10%s,

Petr si tedy na teplou vodu pocka déle nez tfinact minut.

Petr Sacher
petr.sacher@fykos.cz

Uloha 39 ... pfelévaci hodiny 6 bodu

Uvazujme presypaci hodiny, které ale misto pisku maji vodu. Vrcholovy tihel je 40° a mezera
mezi komorami ma primer 2,0 mm. Jaky musi byt objem jedné komory, aby se pri kompletnim
zaplnéni vodou pri otoceni vyprazdnila za ¢as 2min? Cely dvojkuzel je rotacné symetricky, obé
komory jsou bokem propojené tenkou trubickou, aby tlak plynt uvniti nehral roli. Neuvazujte
povrchové napéti vody a predpokladejte, Ze spojnice komor je mald vici ostatnim rozmérim.
Jarda zuzitkoval ndvrh Anicky K.

Oznac¢me si vysku h vodni hladiny nad otvorem, kdyz jsou hodiny ve svislé poloze. Pak je
vytokova rychlost podle Toricelliho vztahu

v =+/2gh.
Objemovy prutok otvorem o priiméru d je nasledné

nd? nd?
—v = —1/2gh,
4 g vV
zévisi tedy na vysce vodni hladiny nad otvorem.
Jak se méni objem vody v horni poloviné hodin? V zavislosti na vysce h je jeji objem

Q=

V(h) = énrzh = én (htga)’h,

kde jsme polomér kuzelu v zévislosti na h urcili pomoci vrcholového thlu jako r = htga,
pficemz o = 20° je polovina vrcholového thlu. Zména tohoto objemu za jednotku ¢asu je

Q—Et 2o¢d—h3—nt 2ah2d—h
a3 %q TTe ar

36


mailto:petr.sacher@fykos.cz

Fyziklani Online 2024 14. roc¢nik 20. listopadu 2024

Tuto veli¢inu popisuje jiz nalezeny objemovy prutok — je to objem, ktery vytece z horni ¢asti
za jednotku casu. Porovnejme obé tyto velic¢iny
2
dh
=—— ==\ /2gh = —ntg’ ah®—
Q=" = g VW= re ey
kde zdporné znaménko znaci, ze se objem vody v horni ¢asti snizuje. Dostali jsme tedy diferen-
cidlni rovnici, kterou vyfesime separaci proménnych
TEd2 2 3
T«/?gdt = —ntg“ah? dh,
d*y/2g 2.5
i+ =-Zn3,
4tg° o 5

kde konstantu C' uré¢ime z pocatecni podminky. Ta ndm rikd, ze v ¢ase t = 0 je vyska v kuzelu
maximalni, oznacme ji jako H. Pak tedy dostavame C' = —%H 3.

V posledni ¢asti prichdzime k tomu, ze ndm nezbyla zadnd voda v kuzelu, a tedy h = 0.
To se stalo za ¢as 7 = 2min, ktery zname ze zadani. Dosadme tyto hodnoty za ¢ a h do nasi

rovnice a dostaneme )
2 5 \ 5
H = (5(12297') = 16cm.
8tg?

My vsak hleddme potifebny objem jedné komory, ten uz je ale jednoduse

Vi = g (Htga)? H = 550ml.
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 40 ... usmérnéna udinnost 6 bodt

Maéme sestaveny Graetziiv miistek s diodami. Ty funguji tak, Ze nepropousti zadny proud az
do chvile, kdy napéti dosdhne hodnoty Umin = 0,62V, a potom je naopak tibytek proudu (a te-
dy odpor diody) zanedbatelny. Jakou maxim&lni ic¢innost (v %) miize mit spotrebi¢ pripojeny
k usmérnénému stridavému proudu z tohoto miistku, pokud pouzivame harmonicky zdroj s ma-
ximéalnim napétim Upax = 1,5 V? Uéinnost porovnavame vii¢i maximalni icinnosti bez mustku
s diodami. Karel premyslel nad stridavym proudem.

Maximalniho vykonu spotiebi¢ dosdhne, pokud bude jeho uéinik cosp = 1, tedy v pripadé, ze
se bude chovat jako idealni rezistor. Maximélni i¢innost tedy bude pomér prikonu odebiraného
spotfebicem a celkového piikonu privddéného k mustku. Ziroven predpokladdme, ze prikon
odebirany spotiebicem je i jeho vykon (to mize platit napf. pro topeni).

Vzhledem k tomu, Ze jde o usmérnovaci mustek, je perioda vykonu na spotiebi¢i polovi¢ni
oproti periodé zdroje, kterou oznacime jako T'. Staci se tedy divat pouze na ¢asové obdobi
od to =0s do t3 =T/2.
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Stredni hodnotu prikonu zdroje muzeme psat jako

t3 .
J‘t Umaxlmax Sln2 % dt e 2
w= =0 = = UmaxImax sin® zdz
2 0

alr=

1 .
= (x — sinz cos ) ,
z=0 2

:| r UmaxImax
2

1
- Umax[max - |:
e

kde jsme vyuzili substituci z = 2nt/T', dt = T/(2r) dx.
V okamzicich, kdy je napéti nizsi nez Umin, je vykon nulovy a jinak je stejny jako v pred-
chozim pripadé. Z toho ziskdme Casy, pres které budeme integrovat a které oznacime t1 a ta,

min T . min .
2nt—1 = arcsin U = t1 = — arcsin b = 0,0678T,
T max 2n max

T T 1 min .
tQ:f—h:—(l—farcsinU >:0,432T-
2 2 T max

Stredni hodnotu piikonu spotfebice muzeme urcit jako

t2 i 02 2nt
¢ Umax-lmax Sin T dt
1

T

2

Maximalni i¢innost je pak

ta 02 2nt
ft UmaxImax sin T dt
1

T UmaxImax
2 2

UG
n=-—=
w
Maximalni napéti a proud mizeme vytknout a vysledek tak bude zaviset jen na integraci casu,

resp. substituované veli¢iny z,

Umin

4 to ot 2 T—arcsin Urnox )
,]27/ sinQLdt:f/ sin z dz = 0,968 = 96,8 % .
T/, T )

s . Upni
resin FEHL
max

Maximalni téinnost s mustkem je tedy zhruba 96,8 % maximélni mozné uc¢innosti.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha 41 ... v8echno stejné 6 bodu

Predstavte si, Ze existuje planeta, na které sidericky den trva stejné dlouho jako na Zemi.
Na rovnobézce, na které se na Zemi nachdzi Praha, je také stejna velikost tihového zrychleni.
Polomér planety je vsak desetkrat vétsi nez ten zemsky. Jaka je jeji priimérna hustota? Obé
planety povazujte za dokonalé homogenni koule. Jarda byl ve spatné ucebné, ale nepoznal to.

Tihova sila je vektorovym souc¢tem gravitacni a odstfedivé sily. Velikost gravitac¢ni sily je

_ MmG _ 4=Rp
- R2 3

FG Gm,

38


mailto:karel@fykos.cz

Fyziklani Online 2024 14. roc¢nik 20. listopadu 2024

kde M je hmotnost planety, m hmotnost daného ¢lovéka, G gravitacni konstanta, R polomér
planety a p jeji prumérna hustota. Smér plisobeni je do stfedu planety.
Velikost odstiedivé sily na padesité rovnobézce (kde lez{ Praha) pak je

2
F, = mw’r=m (2—7[) Rcos50°,
T
kde w je thlova rychlost rotace, T' = 86 164 s je délka siderického dne a r je vzdalenost od osy

otaceni pro bod na padesaté rovnobézce.
Velikost tithového zrychleni lze v obou ptipadech psat pomoci kosinové véty jako

1
g=—+\/F2 + F2 —2FgF,cos50°.
m
Dale budeme indexem & oznacovat parametry Zemé a indexem p parametry planety, pokud

budou vzdjemné rozdilné (tedy polomér a hustotu). Z rovnosti velikosti tihového zrychleni
dostavame rovnici

Fég + Fog — 2Fce Fg cos50° = F&, + Foy — 2FcpFop cos50° .

Dosazenim za sily a po nékolika tipravach dostaneme

2

Rg drpe )2 200 (E)4 . 321° pgy _

(Rp) (( 3 G| 4+ cos”50 T 372 G =
2 2 2 3

= (4TE3PPG> + <<2n) COS5OO) _ 32n e (1 cos? 50° .

T 372
Levou stranu rovnice zname, ddle ji oznac¢me jako L. Pro vycisleni vysledku tuto konstantu
napiseme pomoci idaju dostupnych v seznamu konstant jako

2 2
_ [ Re Mg 2:n0 (2j>4 _ 87" Mg _ —14 -1
L= (Rp ) <<RgB G> + cos” 50 < T R%T2 G =2,35480 - 10 s .

Z predchozi rovnice hleddme pouze pp, které se na pravé strané vyskytuje v kvadratu.
Rovnici upravime do tvaru

an N2 3273G cos? 50 ° 21 2 o ?
(gG) pf, — TPP — L — (T) cos H0 = O7

odkud jiz jako feSeni kvadratické rovnice dostavame

2
4n® cos? 50° + \/16n4 cost 50© 4 T4 (L - ((27“)2cos50°) )
op =3 AGnT?

pricemz jsme ve vzorci zvolili znaménko +, aby hustota vysla jako kladné ¢islo.

= 557kgm™?,

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha 42 ... zavéSena 6 bodu
Méjme dva body zavésu ve stejné vysce ve vzdalenosti d = 50,0 cm od sebe. Na jeden zavésime
zévazi o hmotnosti mi1 = 1,30kg na zavese délky [y = 60,0cm. Na druhy zavésime zavazi

o hmotnosti me = 2,10kg na zavése délky la = 45,0cm. Obé zdvazi ndsledné spojime lankem
o délce I = 30,0cm. V jaké hloubce pod rovinou zavésu se bude nachdzet lehci zavazi?
Dodo vésel prddlo.

Zavazia sa ustélia v rovnovaznej polohe, ktord minimalizuje stucet ich potencidlnych energii.
To nastéva prave vtedy, ked sa ich tazisko nachddza v najnizSej moznej polohe. Akakolvek
vychylka niektorého zo zavazi zo zvislej roviny danej bodmi tichytu zrejme tito energiu zvysuje.
Z tohoto dévodu riesime 2D problém, v ktorom minimalizujeme vysku bodu medzi zavaziami
vo vzdialenosti Imsa/ (m1 4+ m2) od zdvazia 1. Tuto tlohu je mozné riesit vypoctom, avSak ten
vedie na minimalizaciu zlozitého vyrazu, ktort je nutné riesit numericky.

Zacnime numerickym rieSenim uz na zaciatku — celd tlohu si prekreslime do Geogebry. Na
obrazku E st body A a C body zdvesu, G a H st zdvazia a K je tazisko. Body G a H musia
byt v minime na napnutych zavesoch, teda na kruzniciach s prisluSnymi polomermi. Pre dany
bod G oznacujuci polohu lahsieho zdvazia zostrojime kruznicu s polomerom I, a potom jej
priese¢nik s kruznicou (C, l2) definuje polohu H t’aiéi%ho zdvazia. Tieto prieseéniky mozu byt
vSak dva, dostdvame teda aj druhé riesenie (Cervenou)® Velkou vyhodou Geogebry je, zZe takto
zostrojenym obrazkom je mozné hybat. Pri pohybe bodom G a zapnutymi stopami taziska
si m6zme vsimnit, Ze mnozina vsetkych moznych bodov taziska mé komplikovany tvar. Nés
zaujima konstrukcia s faziskom leziacim ¢o najnizsie — vo vzdialenosti ¢t = 49,6 cm pod rovinou
zévesu, pri ktorej je bod G v hibke h1 = 57,7 cm pod zavesom.

1
1
13
i
1
1

1

[

1

Obréazek 3: Prekresleni tlohy v Geogebte

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

3Modrou farbou st vyzna&ené polohy taziska pre bod H napravo od zavesu C, teda o¢ividne nie v konfigurécii
odpovedajicej minimélnej energii, kedze [ < d.
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Uloha 43 ... hrani¢ni kopec s rozhlednou 7 bodu

Lego byl na rozhledné mezi Ceskem a Slovenskem. Predstavil si, Ze by na rozhledné zavésil
kladku, pres kterou by prehodil lano, na jehoz koncich by byly voziky s hmotnostmi mc =
= 24 kg (ten dal na deskou stranu) a ms = 15kg (na slovenskou). Kopec m4d na slovenské
strané sklon ags = 10°, na Ceské ac = 14° a lano svird s kopcem tihly s = 15° a fc = 11°.
Jaké bude zrychleni voziku na slovenské strané, pokud zanedbame vSechna treni? Pokud vozik
sméfuje nahoru k Cesku, zadejte kladnou hodnotu, pokud doli, zapornou. Kladka i lano jsou
nehmotné a lano dokonale nepruzné.

Obrézek 4: Schéma kopce.

Lego si samozrejmé predstavil vozidla ze soustredénd.

V smere rovnobeznom s kopcom ma tiaz slovenského vozika zlozku msgsin as. Ak oznac¢ime
tahov silu lana ako T, jej projekcia do smeru rovnobezného s kopcom bude T cos Bs. Na ¢eskej
strane situdcia prebieha obdobne. Pre zrychlenia v smere rovnobeznom s kopcom, oznacené
ako as a ac (obe s kladnym smerom nahor), dostdvame pohybové rovnice

msgag = T cos s — mggsin ag

mcac = T cos fc — megsinac .

Okrem nezndmych zrychleni sa v rovniciach objavuje aj tahova sila lana, ktord potrebujeme
uréit. Tretia rovnica vyplyva z nepruznosti lana: lano sa nemdze predizit ani skratit, ¢o znamens,
Ze ostédva napnuté. Ak sa vozik na slovenskej strane posunie o malé dxs nahor po svahu, dizka
lana sa na slovenskej strane znizi. O kolko? M6zeme vyuzit postup podobny difrakcii na mriezke.
Pri dostato¢ne malom posune sa smer lana prakticky nezmeni, takze dizka na tejto strane klesne
o projekciu posunu dzs do smeru lana, teda o dxs cos fs. K rovnakému vysledku dospejeme aj
pomocou kosinusovej vety. Ak oznac¢ime povodni dizku lana ako ls, nova dizka bude kratsia o:

ls — \/lg—i—dm% — 2ls dxs cos Bs =~ Ig —lswl—Zdl—zscosﬁs ~ dxg cos s,

kde nas zaujimal iba rozvoj do prvého radu.

Na cCeskej strane dostaneme rovnaky vysledok. Z nepruznosti plati, ze zmena diiky lana na
jednej strane je rovna minus zmene dizky na druhej strane, takze dzscos8s = — dac cos Sc.
Po dvoch derivacidch tohto vztahu podla ¢asu dostaneme rovnost pre zrychlenia

as cos s = —ac cos Bc .

Toto je tretia rovnica, ktori sme potrebovali na vyrieSenie stustavy.
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Naésledne vynasobime prva pohybovi rovnicu cos 8¢/ cos Bs a odéitame ju od druhej, aby
sme eliminovali T':

cos Bc . cos Bc .
mcac — msas = Mmggsimmas — mgcgsmaocg .
cos fs cos (s
Potom uz len dosadime za ac z rovnice odvodenej z nepruznosti lana, teda ac = —as CCZ: gi ,
a doriesime
cos (s cos Bc . cos B¢ .
— as — msas = Mmgsgsimmasgs — mcgsinoc
cos B¢ cos (s cos fs
. . cos B
mgc S e — Ms S1n ag
cos g —2
as =g =0,80m-s .
e £08 Bs +m cos Bc
Cos Bc S cos Bs

Zostéva vsak dolezity detail. Predpokladali sme, ze voziky budu zrychlovat smerom kopca,
no teoreticky im ni¢ nebrani zrychlit smerom nahor. Ak by bol na jednej strane vozik velmi tazky
a na druhej bol uhol 8 dostatocne velky, mohol by sa vozik zdvihnit zo zeme. Ako to zistime?
Spocitame projekcie tiazovej a tahovej sily posobiacej na vozik do smeru kolmého ku kopcu.
Ak bude tato projekcia smerovat nadol, vozik tla¢i na zem, a t4 nanho posobi reakciou, takze
sa bude pohybovat, ako sme predpokladali. Naopak, ak by to bolo inak, nas predpoklad bol
nespravny a pohyb by bol odlisny.

Vypocitajme tahov silu T' spatne dosadenim do jednej z pohybovych rovnic:

cos Ba

mc sin ac — mg sin asg

cos 3
msg Ps =T cos Bs — mggsinas ,
m cos g +m cos Bc
Cos Bc S cos Bs
. s cos Bc .
mesinac — Ms S as g sin ag
msg cos? Bg + cos fs =T
cos B¢ + ms cos BC
mc sinac + mcsinag fﬁ:gz
msg cos? Bg = T’
me + ms cos B¢

cos Bc
sin aic cos B + sin ag cos fs
msmc > > =T.
mg cos? s + mg cos? B¢

Zlozka tejto sily v smere normdly k zemi je na slovenskej strane 7T sin s (s kladnym smerom
ynahor®). Zlozka tiaze v tomto smere je —mgg cos ag. Sucet tychto sil je

sin aic cos B + sin ag cos Ss
mc cos? Bs + mg cos? Bo

mgmcg sin Bs —mggcosas = —135 N,

teda zdporny, co znamend, ze vozik tlaci na zem. Vozik na ceskej strane zrychluje dole kop-
com, €o naznacuje, ze lano ho nezdvihne nad zem, ¢o si mozno overif analogickym vypoctom.

Vysledok tak zodpovedd vypoctu vyssie, teda

as =0,80ms 2.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha 44 ... netésny prsten 6 bodu
Na upevnénou vodorovnou tycku s kruhovym prirezem o polomé- T ="

ru r = 2,0cm navlékneme tenky prsten o poloméru R = 5,0cm. Ur-

Cete periodu malych kmiti po vychyleni z rovnovazné polohy. Prsten /

viici ty¢i neprokluzuje. Jarda uZ mysli na svatbu.

Uloha na prvn{ pohled nemusi byt uplné primocara, protoze bod do-
tyku vétsiho prstenu s mensim se v rdmci jednoho kmitu méni. Neni

vvev

Uvazujme bod dotyku obou predmétii, ktery je odchylen od svislice
o uhel @, ktery je méfeny od stfedu tycky. Stfed prstenu musi lezet na spojnici oného bodu
dotyku a prave stiedu tycky, protoze se jedna o dvé dotykajici se kruznice. Stied prstenu tedy lezi
ve vzdalenosti R — r od stifedu tycky. Tato vzdalenost je ale nezavisla od thlu ¢. Stied prstenu

vr=(R—r)¢.

Déle se prsten otaci okolo své osy. Neni to ale stejnou thlovou rychlosti, jakou se otaci
mensiho. Bod dotyku musi na véts$im prstenu urazit stejnou vzdélenost jako na mensim valci.
Jestlize se nasim vélci posune bod dotyku o Ap, na ném je to jednoduse rAg. U stfedu prstenu
ale tato vzdédlenost znamend pouze thel Apr/R, a thel, o ktery se prsten posune, je proto
jen ® = ¢ — r/R. Uhlova rychlost rotace prstenu je tak

ci>:(1—%)¢.

Popsali jsme pohyb prstenu po vélci. Periodu malych kmiti najdeme z bilance kinetické

1 2 1 5o 1 2 .2 2( 7)2.2 1 2 .2
E., == —JP = = —7r - — = -2 —r X
k muvr + =J (m (R ) P+ mR R %) m(R ) @

1
E, =mg(R—r)(1—cosp)~ 55027719(1%—7“) 7

kde jsme provedli priblizeni malych kmitt, kdy v okoli ¢ = 0 mizeme pfiblizné psat cosp ~
~ 1—g02/2, Vidime tedy, ze potencialni energie roste s kvadratem soutadnice, zatimco kineticka
energie je umérnd kvadratu derivace této souradnice. Tato situace je zcela analogickd pohybu
v harmonickém oscildtoru, pouze misto polohy z je zde thel ¢ a jsou zde jiné konstanty tmér-
nosti.

Jestlize je energie v harmonickém oscildtoru

1 1
Fruo = §md32 + §l€$2
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m
Tiao = 214/ T

a perioda oscilaci

pak v nasem systému je energie

takze perioda je

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 45 ... dvojité detekce 7 bodu

Jindra méri rozpady radioaktivniho izotopu pomoci detektoru citlivého na energii. Vi, ze jeden
rozpad uvolni energii E. Za cas méreni T' = 300s detekoval N1 = 9728 350 udalosti s energii E/
a No = 166 545 udalosti s energii 2E. Pocet udalosti s energii 3FE nebo vyssi byl zanedbatelny.
Césticové detektory maji tzv. mrtvou dobu, béhem které zpracovavaji signal z piedeslé Gstice.
Konkrétné Jindriiv detektor zaznamenava i castice prilétnuvsi v mrtvé dobé, nedokaze je ale
detekovat jako samostatné cédstice a pricte misto toho jejich energii k prvni castici. Jaka je
mrtva doba Jindrova detektoru? Jindra pocitd rozpady.

Mrtva doba, béhem které detektory zpracovavaji signdl z predeslé Castice, se muze projevit
ruzné, napiiklad detektor viubec nemusi byt schopen pfijimat dalsi signdly a vSechny udalosti
probéhlé béhem mrtvé doby budou ztraceny. V nasem prikladé ocividné detektor prijimé signaly
i v mrtvé dobé, pricte ale jejich energii k pravé zpracovavanému signalu a nedokaze je rozlisit
jako samostatné udalosti. N; detekei s energii E¥ odpovidd samostatnym zasahim a Na detekei
s energii 2F odpovida dvojitym zésahim, kdy do detektoru vletéla nova ¢astice v mrtvé dobé,
kdyz detektor jesté zpracovaval signal z predeslé castice.
Priumérnd frekvence ¢astic je
_ N1 +2N»
f=—

Zatim nezndmou mrtvou dobu oznac¢ime jako 7. Jelikoz Ny < Ni, pocet udalosti n béhem
mrtvé doby po zdsahu muzeme popsat Poissonovym rozdélenim

P(n) = U 17

n!e

Zdaleka nejpravdépodobnéjsi je n = 0, tedy Ze béhem mrtvé doby nenastane zadny dalsi zasah,
s pravdépodobnosti
PO)=e " =1 fr,

kde jsme provedli aproximaci fr < 1 = e 7 ~ 1. Pravdépodobnost, ze v mrtvé dobé
nastane n = 1 zasah, je
P() = fre " ~ fr,

kde jsme pouzili stejnou aproximaci.
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Popisme nyni problém jazykem teorie pravdépodobnosti. Kazd4a ¢astice zahaji interval o dél-
ce mrtvé doby 7, béhem néjz s pravdépodobnosti P(0) = 1 — f7 nepfileti zddna dalsi ¢astice
a s pravdépodobnosti P(1) = fr prilet{ jedna dalsi ¢astice. Pocet ,ndhodnych pokusi“, neboli
pocet zahdjenych intervali o délce 7, byl v Jindrové méreni

N = Ny + No.
Pocet dvojitych udalosti béhem celého méfeni o délce T je

N1+ N2)(N1 + 2N2)T

Ny =NP(1) = Nfr = (

T
Mrtva doba Jindrova detektoru tedy je
N> 7.
T = T =5,02-10""s = 500mns.
(N1 + N2)(N1 + 2N2)

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 46 ... navrat k U-trubici 6 bodd

Uvazujme U-trubici o vnitinim priifezu 0,80 cm?, do které nalejeme 110 ml vody. Délka kazdého
ze symetricky umisténych ramen trubice je 90 cm. Na jeden konec trubice navlékneme nafouk-
nuty balének, takze se vyska hladiny vody ve druhém rameni zvysi o Ah = 4,0cm. Jak moc
musime balének zmacknout, tedy o kolik zmensit jeho objem, aby se voda ze druhého ramene
zacala vylévat? Objem balénku tésné pred zmacknutim je Vo = 750 ml. Objem vodorovné casti
a ohnutych mist U-trubice zanedbejte. Jarda vymyslel experiment do FYKOSu.

Na rozhrani vody a vzduchu v rameni s balénkem musi dojit k rovnosti tlaki. Na jedné strané
pusobi hydrostaticky tlak vody o vysce 2Ah a vyrovnava jej tlak vzduchu z nafouknutého
balénku. Ten tedy musi byt pn = pg2Ah = 783 Pa.

Aby voda zacala vytékat, musi jeji hladina v rameni bez balénku vystoupat az do vysky [,
vyskovy rozdil mezi rameny tak musi byt 6H =1 — (V/S —1) =2l — V/S = 42,5 cm. Potfebny
tlak je tedy puy = pgAH = pg (21 — V/S) = 4160 Pa.

Zména tlaku je zpusobena zméacknutim balénku a zmensenim jeho objemu. Objem vzduchu
po navléknuti balénku byl Vi, = Vo + S (I — V/(2S) + Ah), kde V; je objem v balénku. Po
zmécknuti oznaCime objem balénku jako Vg, takze pro celkovy objem vzduchu plati Vg =
=Ve+2lS-V.

Ze stavové rovnice idedlntho plynu dostavame Vi,py, = Vupn, odkud

AV:VB—mzvh]f—h—zls+V—vo,
H

AV = (Vg—f—S(l—K—s—QAh))ﬂ—QlS—i—V—Vo:—MOmI.
25 (2t—-%)

Objem balénku musime zmensit o 640 ml.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

45


mailto:jjelinek@fykos.cz
mailto:jardah@fykos.cz

Fyziklani Online 2024 14. roc¢nik 20. listopadu 2024

Uloha 47 ... zrychleni idealizovaného auta 6 bodu

Méjme auto s vykonem P = 44kW a hmotnosti m = 1400kg, které je brzdéné celkovou odpo-
rovou silou F = 950N (predpokldddme, Ze je tato sila konstantni — pri malych rychlostech lze
totiz zanedbat odpor vzduchu). Za jaky ¢as zrychli z 0 na vf = 18 km-h ™' ?

Lego se takto obcas zamysli.

Zrychlenie mézeme urcit ako celkovi silu vydelend hmotnostou auta. Vykon auta je sila, ktorou
posobi na cestu vynasobend jeho rychlostou. Vykon méame zadany, ¢ize ak ma auto rychlost v,
tak ho pohana sila P/v. Aby sme dostali celkovi silu musime este od¢itat odporovu silu F,
ktora posobi proti pohybu. Takze mdzeme zostavit diferencidlnu rovnicu ako

P dv
— _F=m—.
v ™
Ttto rovnicu budeme riesit pomocou separacie premennych
dt=m de ,
te vf
/ dt = m/ Pdv ,
0 o o F

v P vt

tr=m- [_f — ﬁln(P—Fv)}O ,

te=m (P (In(P) — In(P — Fuy)) — E)

£ = 72 £ 7)o

iy

m (P P .
te = f (f]l’l (m) 7'Uf) —07435,

kde vidime, Ze ¢as je umerny hmotnosti. Vidime, Ze ¢as diverguje pre P = Fvg, pretoze to
by znamenalo zrychlenie az na maximalnu dosiahnutelnti rychlost, pri ktorej rozdiel hnacej
a brzdnej sily ide k nule. Jediné ¢o pdsobi na prvy pohlad prekvapivo, je od¢itanie v, lenze ked
sa podrobnejsie pozrieme na prvy ¢len, mézeme spocitat, ze v je prvy cClen jeho Taylorovho
polynému a déva celkom zmysel, Zze by mal vypadnut, nakolko tento ¢len vobec nezavisi na P.
Avsak kedZe tam bude iba druhy ¢len Taylorovho rozvoja, odporova sila F' sa presne vykrati
(¢o m4 zmysel) a potom pre dalsie ¢leny bude sila uz v citateli.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 48 ... rybaiska 7 bodit

Na vodorovné podloZce lezi hmotny bod o hmotnosti m = 1,85kg. Je k nému pripojeno napnuté
lano, které konc¢i na navijaku umisténém ve vodorovné vzdalenosti L = 20,4m od hmotného
bodu ve vysce H = 6,35 m. Navijak zac¢ne lano navijet rychlosti v = 3,25 m-s~ . Za jak dlouho
se hmotny bod odlepi od podlozky, jestlize je mezi nim a podlozkou treci koeficient f = 0,4157

Jarda navijel kabel od sekacky.

Nejprve vyjadiime polohu hmotného bodu v zavislosti na case od zacatku odvijeni ¢

x(t) =/ (lo — vt)*> — H?,
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kde lop = vV H? + L? je pocatecni délka lana. Derivaci polohy ziskdme rychlost hmotného bodu

va®) = O _ e —ot)) b
()= St = (oo =) e

a derivaci rychlosti podle ¢asu najdeme zrychleni a,(t)

a _ dug(t) _ v? B (o —vt)?
2(t) e T (1 ((lo_vt)Q_H2)> :

Najdeme poté vyslednici sil ptisobici na hmotny bod ve vodorovném sméru jako

Fu(t) = mas(t) = =Tu(t) + f (mg — Ty (1)) ,

kde T, (t) je tahova sila lana ve vodorovném sméru. Tu tedy pomoci zrychleni hmotného bodu
a znalosti tfeci sily najdeme. Kdyz znadme vodorovnou slozku tahové sily, mtizeme dopocitat
i vertikalni slozky pomoci thlu, ktery lano svird s vodorovnou rovinou

T,(t) = Tu(t) tg o = %Tx(t) .

Dosadime z této rovnice do predchozi a dostdvame

x(t) mgf — may(t)
Fo() = max(t) = =2 Ty () + (mg ~ Ty(1) f = nw=4%§:7—.

Jakmile je T, (t) > mg, pfedmét se vznese nad podlozku a tloha je vyfeSena. Zaneme proto
dosazovat do rovnosti a upravujeme

mgf —m ( v? <1 — (to—vt)® ))
vV (lo—vt)2—H? ((to—vt)2—H?)
Vo —vt) P —H2+ fH ’

2 2\ 2 (lo — vt)2 B
g ((lo —vt)* — H ) = Hv (((lo - fut)2 - H2) 1) ,

(o —vt)* — H?)® = H?,

H30p2
(o —vt)? = H?) = | 7,
g
107 / /HZ'U2 +H2
=4,25s.

v

Ty(t) =mg=H

g
Hv?

= t=

Hmotny bod se odlepi od podlozky za ¢t = 4,25s.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha 49 ... utlatovany vzduch 8 bodu

Na jaky nejmensi objem pri teploté t, = 25,0 °C je mozné stlacit Vi = 1,00 m® vzduchu z normal-
niho tlaku p, o stejné teplote? K dispozici mame jako zdroj energie bojler vody o objemu V =
= 1001, teploté t, = 80,0 °C a jako chladi¢ pouzivime velké jezero vody o teploté t; = 5,00 °C.
Predpokladejte, Ze se vzduch chova jako jednoatomovy idedlni plyn. Vsechny myslenkové stroje,
které ke stlaceni plynu pouzivéte, se musi na konci vrdtit do ptivodniho stavu (k vyreseni tlohy
neni potfeba uvazovat konkrétni konstrukci téchto pomocnych strojii).

Dodo potreboval stlaceny vzduch.

Z termodynamickych zdkont vime, ze prfi odebirani tepla z néjaké latky existuje omezeni na
mnozstvi prace, které muzeme z tohoto tepla vytézit, pokud chceme, aby pouzité stroje pra-
covaly cyklicky. Navic se ukazuje, ze je tato prace maximalni, pokud jsou vSechny uvazované
procesy vratné.

Prvni intuice pfi feseni nasi tlohy by tedy mohla byt pravé vymysleni takového yratného
procesu. Zde bychom nejspise potrebovali mezi boiler a jezero pripojit Carnotiuv stroj® a praci
vyuzit na stlaceni vzduchu. Stla¢ovini opét potfebujeme vratné, to lze zajistit napriklad izoter-
mickym dé&jem (izotermicky déj je uziteény, protoze ma mit vzduch na konci stejnou teplotu).
Pii izotermickém stlacovani musime ze vzduchu odebirat teplo. Toto teplo Ize ovSem opét vyu-
zit na konani préce! Zde bychom tedy museli pouZit stejnou tivahu, ze aby byly vSechny procesy
vratné, museli bychom pfipojit ke vzduchu dalsi Carnottv stroj, ktery by vzduch stlacoval déle
a odpadni teplo odevzaval jezeru.

V néjaké takovéto konstrukci zndme ti¢innosti Carnotovych stroju a zékony pro idealni plyn,
tedy by se ndm mélo podarit vysledny tlak dopocitat. Vidime ovsem, ze tato konstrukce je velmi
slozitd a postup by byl pracny. Nastésti existuje lepsi zpusob, nazyvany teorém mazimdlni prdce,
ktery vyuziva toho, zZe se pfi vratnych procesech neméni celkova entropie.

Pri pouziti teorému maximalni prace se viibec nemusime soustredit na pribéh celého proce-
su, zajim4 nas pouze pocatecni a koncovy stav celého systému (zde tedy boiler, jezero a vzduch).
Vime, ze maximaln{ praci (tedy maximélni stladeni plynu) z{skdme, pokud se celkovd entropie
nezméni. Dale samoziejmé mame i obecnou platnost zakona zachovani energie.

Nyni tedy postupné vyjadrime prislusné zmény energie a entropie pro jednolivé ¢asti naseho
systému. Zacneme jezerem. Pfi odevzdévani odpadniho tepla @ se objem vody neméni, tedy se
nekond zaddnd prace. Zména vnitini energie proto je AU; = Q. Navic mé jezero velmi velkou
tepelnou kapacitu. Jeho teplota se proto neméni a ze vztahu pro zménu entropie

_ %@
ds =

méame, ze zména entropie jezera je AS; = Q/Tj, kde Tj je teplota jezera v Kelvinech, tedy Tj =
= 278 K (pismenem T s prislusnym indexem budeme déle vzdy rozumét pravé termodynamickou
teplotu daného systému).

Podivejme se na boiler. Ten zacne na teploté Ti, a skonci na teploté jezera Tj. Zde stéale
mame, ze se pri odebirani tepla nekona prace, voda uz ovSem ma néjakou konec¢nou tepelnou
kapacitu C' = em = cpV = 417,6 kJ-K~'. Vnitin{ energie se pak zméni o AU}, = C(T}, — Tj).
A pro zménu entropie mame
_iQ_ a1

T T
4Carnotiv stroj je priklad konstrukce vratného stroje, ktery odebirad teplo Q1 z jedné latky pfti teploté T,

kond praci W a odevzdéava odpadni teplo Q2 pfi teploté Ts. Jednim z dilezitych vysledku termodynamiky je,
ze téinnost takového vratného procesu je W/Qq1 =1 — T /T>.

ds
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coz integraci od pocatecni do koncové teploty da

T;
AS, =C-In .
b n T,
Zbyva vzduch. Vime, Ze konecnd teplota ma byt stejnd jako pocatecni, tedy se vnitini energie
nezméni (predpokldddme, ze je vzduch idedlni plyn a vnitini energie zavisi jen na teploté).
Rovnice pro zachovani energie tedy je

Q-C(T,—-T;)=0.

Mame tedy vse, abychom ¢iselné dokazali vypocitat zménu entropie vzduchu, nebof z rovnice
pro zachovani entropie
Q Ty
— —Cln—=+AS, =0
Tt
snadno vyjadiime
Ty, — T; T _
ASy=—C 22— 1zl ) =-129kJ - K !
Tj Tj
zména entropie je tedy zapornd, coz presné odpovida ocekavani vzhledem k tomu, zZe jsme
stlacili plyn, ale nezménili teplotu.
Zbyva vyjadiit zménu entropie idedlniho plynu v zavislosti na zméné objemu. Zde muzeme
na internetu najit vyraz pro entropii jednoslozkového idedlniho plynu

_ U\ (VY (No)H
s v | (77) (5) ()]

kde so je konstanta takova, ze Noso je entropie néjakého referencniho idealniho plynu s ener-
gif Uop, objemem Vj a poctem &astic No (v této oblasti termodynamiky jsou dilezité jen zmény
entropie, tedy nad témito referenénimi hodnotami nemusime zvlast premyslet).

Z vyrazu pro entropii pak snadno vidime, ze pokud se zméni pouze V, tak vyslednd zména

entropie bude
Voo paVi. Vo
ASy = Nkpln — = 1 )
5 S T T

odkud jednoduse dopocitame

T,AS,
PaVi

Va = Vi exp ( > =3,22-100"m*=3,22-10" % mm?,
coz odpovida stlaceni do nadoby o rozmeérech piiblizné 1 um.

Jak postupovat, pokud bychom neméli k dispozici vzorecek pro entropii idedlniho plynu?
Mizeme si ho ¢dsteéné odvodit. Vime, ze stav plynu (a tedy i jeho entropie) je dén tfemi
(vhodnymi) stavovymi proménnymi. V naSem piipadé zndme na konci déje teplotu i pocet
Castic, takze to staci na to, abychom vyjadrili zménu entropie v zavislosti na zméné objemu.

Uvazme tedy izotermicky déj. Ten je vhodny, protoze se pfi ném neméni teplota ani pocet
Castic, coz je presné to, co chceme. Prti izotermickém déji je z plynu odebrano néjaké teplo Q1,
které je rovno vykonané praci. Pro praci v izotermickém déji mame

Va Vi
W=— pdV =p.Viln—,
A%t V2
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coz dosadime do zmény entropie AS, = —Q1/T, ¢imz dostaneme stejny vysledek. Dodejme,
ze izotermicky déj v tomto postupu je skutecné jen pomtcka na odvozeni vztahu pro zmé-
nu entropie. Ve skutec¢nosti viibec netvrdime, Ze v nasi tiloze musi stlacovani probihat prave
izotermicky. To je lépe vidét z postupu, kde rovnou vyuzivime entropii idedlntho plynu.
Jiri Kohl
jiri.kohl@fykos.cz

Uloha 50 ... optimalné excitovany kvantovy oscilator 7 bodl

Lego vytvoril jednorozmérny kvantovy linedrni oscildtor s w = 1,17 - 10*3 s, Pfipoji jej k te-
pelnému rezervodru o teploté T a pocka, az se ustali rovnovaha. Jaka ma byt tato teplota, aby
byla pravdépodobnost obsazeni prvniho excitovaného stavu co nejvyssi?

Podle Lega je ndzev této ulohy velmi fotosynteticky.

Ked sa ustanovi rovnovaha, budi pravdepodobnosti stavov dané Boltzmannovym rozdelenim

1 _ En
Ppn = —eu FBT |

Z

kde kp je Boltzmannova konstanta a T je teplota tepelného rezervoaru, s ktorym je systém
v rovnovahe. Particnd suma Z je okrem iného normovacou konstantou, ktorej velkost mozeme
dostat z podmienky ZZZO Pn =1

=S} oo oo _ _hw
hw(n+1/2) _ _hw _ _hw e 2kgT
Z = E e = E e =e 28T E e T = —uw—r
_ _hw
kT
n=0 n=0 n=0 l1—e *B

kde v poslednom kroku sme len scitali geometrickii radu. Pravdepodobnost obsadenia prvého
excitovaného stavu je teda

5
1—e ®BT _hw(t1/2) Cohe N\ he
pL = — e ERT — (1—6 kBT)e ksT |
e ZEpT
a nasou ulohou je zistit pre ktoré T bude tato hodnota maximélna.
Mobzeme priamociaro zderivovat podla T', polozit vysledok rovny 0 a z danej rovnice dostat
T, pre ktoré je p1 maximélne. Ale pre tych lenivsich z nds, ktorym sa nechce derivovat zlozené

hw

vyrazy, sa nika nasledujuci trik: substituujeme si z = e *87, potom p1 = (1 — z)z. To je
parabola, ktord ma maximélnu hodnotu pre x = 1/2. Dosadenim substitiicie spat dostdvame
rovnicu pre T’

_ hw
1_ 2% 7= ™ 199K
g = ¢ " = o In 2 ’

pre tato teplotu bude prvy excitovany stav obsadeny s najvyssou pravdepodobnostou.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha X.1 ... sluneéni plachetnice vznasejici se 4 body

Jaka by musela byt plosna hustota slunecni plachetnice, aby tlak slunecniho zareni presné
vyrovnal pritazlivou gravitacni silu Slunce? Povrch slunecni plachetnice je dokonale odrazivy
a rovina plachty je natocena kolmo ke Slunci. Jindru
zajimalo, do jaké plochy se musi roztihnout, aby se mohl volné vzndset ve Slunecni soustave.

Dopadajici foton s hybnosti pprea = E/c se od plachetnice odrazi a zméni svoji hybnost na ppo =
= —FE/c. Celkova hybnost se musi zachovat, proto se hybnost plachetnice zméni 0 Applach =
= Ppred — Ppo = 2E/c. Pokud vezmeme celkovou zménu hybnosti vSech dopadajicich fotont na

jednotku casu, dostavame silu

Frad:ﬁ7
C

kde I je intenzita zdfeni (prikon na jednotku plochy), S je plocha plachty a c je rychlost svétla.
Intenzita zareni ve vzdalenosti r od stfedu Slunce je

L

T Anr?’
kde L = 3,83 -10%® W je zafivy vykon Slunce. Vidime, ze sila zéfeni je tmérnd 1/r? stejné jako
gravitacni sila. Obé sily se vyrovnaji, pokud plati
LS  GMm

Frad - 5 —
2mer? r?

)

kde G je gravitaéni konstanta, M = 1,99 - 103 kg je hmotnost Slunce a m je celkova hmotnost
slunec¢ni plachetnice. Kritickd plosnd hustota slune¢ni plachetnice je

m L —3 —2 . -2
e = —1531-10 °kgm 2= 1,53gm 2.
5 MG 53 0 g-m ,03 g-m
Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
Uloha X.2 ... sluneéni plachetnice na cesté ke hvézdam 5 bodl

Mgéjme slunecni plachetnici o hmotnosti m = 10kg s plochou plachty S = 10000 m?. Plachetnice
zacing svou cestu ve vzdalenosti obézné drahy Zemé s nulovou pocatecni rychlosti vici Slunci.
Jaka bude velikost rychlosti slunecni plachetnice v nekonecnu? Povrch slunecni plachetnice je
dokonale odrazivy a rovina plachty je vzdy natocena kolmo ke Slunci.

Jindra se chtél roztahnout do takové plochy, aby odletel ke hvézddm.

Na solarni plachetnici pusobi ve sméru od Slunce tlak zifeni a ve sméru ke Slunci gravitaéni
sila. Sila zafeni pusobici na dokonale odrazivou plachtu o plose S, na niz zareni dopada kolmo,
je
2IS LS
=222 ,
c 2mer?

kde L = 3,83 - 10%® W je za¥ivy vykon Slunce, ¢ je rychlost svétla a r je vzdélenost od stiedu
Slunce. Celkové sila piisobici na plachetnici je rozdilem gravitaéni sily (smér ke Slunci) a z&rivé
sily (smér od Slunce)

LS GMm

F(r) = onerz . 2
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kde G je gravitaéni konstanta, M = 1,99 - 103° kg je hmotnost Slunce a m je hmotnost pla-
chetnice. Radidln{ piitazliva sfla F(r) = —km/r? je tudiz oproti klasické nebeské mechanice
modifikovana konstantou

k= oM — 2 —7,051-10" m®.s72.
2nem

Po dosazeni ¢isel ze zaddni jsme ovérili, ze k < 0, tudiz je sila odpudiva.
Potencialni energie v tomto poli v zavislosti na vzdélenosti r od Slunce je
km

Epsz.

Pocatecni kinetickd energie sondy je nulova. Pocatecni potencidlni energie je

kde az = 1,496 - 10*' m je polomér ob&7né drihy Zemé. V nekoneénu bude potencidlni energie
sondy nulova, tudiz veskera pocatecni potencidlni energie se pfeméni na kinetickou energii
1 2 km

—mv =
2 az ’

[ 2 . _
v= _ch =3,070-10*m-s™! = 30,7km-s"".
Z

Velikost rychlosti sluneéni plachetnice v nekoneénu bude v = 30,7 km-s~*.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha X.3 ... sluneéni plachetnice na cesté ke hvézdam II 6 bodu

Méjme slunecni plachetnici o hmotnosti m = 10kg s plochou plachty S = 10000m?. Plachet-
nice na zacatku obiha okolo Slunce po stejné obézné draze jako Zemé, avSak hodné daleko od
Zemé mimo jeji gravitacni vliv. Nahle velmi rychle rozvine svou plachtu. Jaka bude velikost
rychlosti slunecni plachetnice v nekonecnu? Povrch slunecni plachetnice je dokonale odrazivy
a rovina plachty je po rozvinuti vZdy natocena kolmo ke Slunci. Obéznou drahu Zemé povazujte
za kruhovou. Jindra citil, Ze ho jiz Zemé pritahuje prilis.

Na solarni plachetnici ptisobi ve sméru od Slunce tlak zafeni a ve sméru ke Slunci gravitacni

sila. Celkova sila je
LS GMm
F(r) = —
(r) 2ner? r2

kde L = 3,83 - 10 W je zafivy vykon Slunce, S je plocha soldrni plachetnice, ¢ je rychlost
svétla, G je gravitacni konstanta, M = 1,99 - 10°° kg je hmotnost Slunce, m je hmotnost pla-
chetnice a r je vzdalenost od stfedu Slunce. Tento vztah je detailnéji odvozen v tloze ,slunecni
plachetnice na cesté ke hvézdam*.

Radidln{ pfitazlivd sila F(r) = —km/r? je oproti klasické nebeské mechanice modifikovdna

konstantou LS
k=GM — —" = —7,051-10""m®s7 2.
2nem
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Pti dosazeni ¢isel ze zadani jsme ovérili, ze k < 0, tudiz sila je odpudiva.
Potencialni energie v tomto poli v zdvislosti na vzdélenosti od Slunce r je

Sonda se na zadatku pohybovala po kruhové drize s polomérem az = 1,496 - 10! m, tudiz méla
pocéatecni rychlost
GM

Vo = .
az,

Pocatecni kineticka energie sondy je

1 5 1 GM
Exo=—-mvy==-m .
’ 2 2 az

Vektor pocatecni rychlosti je kolmy na smér ke Slunci. Pocatecni potencialni energie je

km
Epo=——.
p,0 az,
V nekone¢nu bude potencidlni energie sondy nulova, tudiz veskerd pocatecni potencidlni energie
se preméni na kinetickou energii. V disledku zachovini momentu hybnosti bude v nekonecnu
kolm3 slozka rychlosti nulova a vektor rychlosti bude radidlni

1 km 1 GM

57711} :—E+§m az 5
v =2 + GM _ 4,278 10 m-s™t = 42,8km-s .
ayz ayz

Velikost rychlosti sluneéni plachetnice v nekoneénu bude v = 42,8 km-s~*.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha X.4 ... sluneéni plachetnice na cesté k Marsu 7 bodt

Jaka by musela byt plosna hustota slunecni plachetnice, aby po Hohmannové trajektorii prele-
téla z obézné drahy Zemé k obézné draze Marsu? Plachetnice zpocatku obiha Slunce po stejné
draze jako Zemé a poté rozvine plachtu. Povrch slunecni plachetnice je dokonale odrazivy a ro-
vina plachty je po celou dobu letu natocena kolmo ke Slunci. Plachetnice nema zadné raketové
motory, vyuziva pouze své odrazivosti. Neuvazujte gravitacni vliv Zemé na pocatku cesty slu-
necni plachetnice a drahy Zemé i Marsu okolo Slunce povazujte za kruhové.

Jindra chtél potesit Teri ulohou o Hochmanové trajektorii.

Hohmannova trajektorie mezi dvéma kruhovymi obéznymi drahami je ptlelipsa s pericentrem
na vnitini draze a apocentrem na vnéjsi draze. Hohmannova trajektorie je efektivni z hlediska
spotfeby paliva a pouziva se pro lety k blizkym planetam jako Venuse a Mars. Ke vzdalenéjsim
planetdm slunec¢ni soustavy jako Jupiter nebo Saturn se vyuzivaji gravitacni manévry.

Na solarni plachetnici ptisobi ve sméru od Slunce tlak zafeni a ve sméru ke Slunci gravita¢ni

sila. Celkova sila je
LS GMm
F(r) = oner? 2
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kde L = 3,83 - 10 W je zafivy vykon Slunce, S je plocha solarni plachetnice, ¢ je rychlost
svétla, G je gravitaéni konstanta, M = 1,99 - 10°* kg je hmotnost Slunce, m je hmotnost pla-
chetnice a r je vzdalenost od stiedu Slunce. Tento vztah byl detailnéji odvozen v tloze ,,sluneéni
plachetnice na cesté ke hvézdam®.

Radiélni pfitazliva sila F(r) = —km/r? je oproti klasické nebeské mechanice modifikovana
konstantou LS
k=GM — .
2nem

Avsak i tato nové sila je pfimo tmérnd 1/r? jako klasickd gravitacni sfla, tudiz se plachetnice
bude pohybovat po kuzelosecce jako v obycejné nebeské mechanice. Jen konstanta k je mensi.
Potencialni energie plachetnice ve vzdélenosti r od Slunce je

Celkova mechanickd energie na eliptické draze je analogicky s gravitacnim polem

km
E=——,

2a
kde a je hlavni poloosa elipsy. Pro Hohmannovu trajektorii mezi zemskou a marsovskou drahou
je vzdalenost v pericentru r, = az = 1,496 - 10*' m, vzdalenost v apocentru 7, = ay =

=2,279 - 10" m a velkd poloosa a = (az + anm)/2. Rychlost v pericentru je stejna jako obé&znd

rychlost Zemé
GM
vp = .

Jakmile vsak sonda roztdhne plachtu, zméni se konstanta pfitazlivé sily k a drédha sondy se
zméni z kruhové na eliptickou.

Aby sonda doletéla k Marsu, musi jeji parametry vyhovovat nésledujici rovnici, kterou
si upravime

__km _ _km 1 2
az + am az 2 P2
k K GM
az +au 77£+ 2az’
i (i B 1 ) _ GM
az az + am 2az’
am GM

az(az + av)  2az’
LS - GM(CLZ +aM)

k=GM - 2nem 2anm ’
L é —1_ az + am
2nGeM m 2an
m L az +amv\ !
§ - 2nGeM ( B 2aM ) ’
% —8912-10 *kgm 2 =891 gm 2.
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Plo$né hustota sluneéni plachetnice by musela byt 8,91 g-m~2, aby po Hohmannové trajektorii
doletéla od Zemé k Marsu.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha H.1 ... vzduch pod vodou — maximélné zjednoduseny 4 body

Méme kostku se stranou a = 10 cm a hustotou px, = 150 kg-m 3. Tuto kostku ponoiime do vody
tak, Ze zacneme z polohy, kdy se spodni sténa kostky akorat dotyka hladiny vody, a ndsledné
Jji protla¢ime dolii (bez jakéhokoli otdceni) o h = 6,0cm. Jakou prdci pri tom vykondme?
Predpoklidejte, Ze plocha hladiny S je obrovskd (S > a?), takze se vyska hladiny v priibéhu
procesu nezméni.

Lego opravouval...

Cez energie
Kocka méa hmotnost my = a3py, &ize pri jej ponoreni o Ah, = —h sa jej potencidlna energia
znizi o

AFEp = mkgAhk = —a3pkgh.

Vytladili sme tak vodu o objeme a?h, a hmotnostou m, = a?hp,. Tazisko tohto kvadra
vody sa pred ponorenim nachddzalo h/2 pod hladinou. Nakolko predpokladdme, Ze rezervodr
vody je velky a teda sa hladina vody pri ponoreni nemeni, tak bola tato voda vytlac¢end presne
na troven hladiny, ¢ize jej vyska stipla o Ah, = h/2. Tym paddom potencidlna energia vody
narastla o

h
AFEL, = mygAh, = thpvg§ .

Spolu teda potencidlna energia narastie o

h : h
AE, = AE,, — AEx = a2hpvg§ — a®prgh = ga®h (pv§ — pka) =0,088J.

Cez sily

Na kocku neustéle pésobi tiazova sila Fy, = mig = a>prg. Zarovei na tiu bude pocas ponarania
posobit vztlakova sila, pri¢om ked je kocka ponorend o z, tak vytlaéi kvapalinu s objemom za?.
Preto vztlakova sila bude

Fo,=Vp.g= aQ:Epvg.

Vysledn4 sila teda bude (ak ako kladny smer zvolime smer proti pohybu, ¢ize nahor)
F,=F,—F;= azxpvg — aspkg,

Potom vyslednt pracu moézeme ziskat jednoducho integraciou

h h
W = / F,dx = / (®zpyg — a®prg) dz = [a®pyga® /2 — a® prgx)ly = ga®h (pvg — pxa ) .
0 0
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Alebo, ak sa chceme vyhnut integracii, moézeme vyuzit to, Ze sila sa meni linedrne a vtedy
staci zobrat priemernt silu a prenasobit ju celkovou drahou. Celkova draha je h, priemernt silu
moézeme spocitat napriklad ako silu uprostred pohybu (¢ize v x = h/2) ako

— h

F=a"3peg—a’pig.
Taktiez by sme ju mohli spoéitat ako priemer sil na zac¢iatku a na konci (to funguje prave preto,
Ze sa men{ linedrne, inak by tento trik ani nesiel pouzit). Potom dostaneme pracu ako

— h h
W =Fs= (a2§pvg - aspkg> h = ga*h (p\,g — pxa ) =0,088J.
Tiez je mozné pouzit dalsie triky analogické vypoctu drahy rovnomerne zrychleného pohybu
(ako pocitanie plochy lichobeznika). VSetko vedie k tomu istému vysledku.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha H.2 ... vzduch pod vodou — velmi zjednoduSeny 4 body

Méme kostku se stranou a = 10cm a hustotou p, = 150kg-m~3. Tuto kostku ponorfme do
vody tak, Ze zacneme z polohy, kdy se spodni sténa kostky akorat dotyka hladiny vody, a na-
sledné ji protlac¢ime dolii (bez jakéhokoli otdceni) o h = 15 cm. Jakou prédci pri tom vykondme?
Predpoklidejte, Ze plocha hladiny S je obrovska (S > a?), a proto se vyska hladiny v priibéhu
procesu nezméni.

...a jak Lego opravoval...

Cez energie
Kocka mé hmotnost mi = a®py, Gize pri ponoreni sa o Ahy = —h sa jej potenciilna energia
znizi o

AFEpk = mkgAhk = —a3pkgh.

Cel4 kocka skonéila pod hladinou, ¢ize vytladili sme vodu s objemom a?, s hmotnostou m, =
= a®p,. Tazisko tejto kocky vody sa pred pondranim nachédzalo h —a/2 pod hladinou. Nakolko
predpokladdame, ze rezervoar vody je velky a teda sa jeho vyska nemeni, tak bola tato voda
vytlaend presne na troven hladiny, ¢ize jej vyska stupla o Ahy, = h — a/2. Tym padom
potencidlna energia vody narastla o

AEL, = mygAh, = a3pvg (h — %) .

Spolu teda potencidlna energia narastie o

AE, = AE,, — AE = aSpVg (h - g) - aSpkgh = ga® (pv (h - %) - pkh> =0,76J.
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Cez sily

Na kocku neustale pdsobi tiazova sila Fy = mig = a®prg. Zéroveii na fiu bude pocas ponarania
posobit vatlakovs sila, pricom ked je kocka ponorend o = < a, vytlaca kvapalinu s objemom za>.

Tym padom vztlakova sila bude
Fo, =Vp.g= azwpvg.

Potom pracu potrebni na to, aby sme kocku dostali pod hladinu, mézeme ziskat pomocou
sposobov spomenutych v predchadzajicej tlohe. Integraciou

Wi = / Fde = / (a®zpvg — a’pg) da = [ pvga® /2 — a® prgal§ = ga’ (%pv - pk) :
0 0

alebo, pomocou priemernej sily

Wy =Fs= (azgpvg — a3pkg) h = ga4 (%pv — pk) .
Nésledne, ked je celd kocka pod hladinou, uz je objem vytlacenej kvapaliny konstantny, ¢ize
aj sila je konstantna F, = a‘“’g(pV —px). Do tohto stavu sme sa dostali po prejdeni vzdialenosti a,
Cize s touto konstantnou silou musi kocka prejst zostavajiacich h — a, a teda este treba vykonat
pracu
Ws = Fu(h—a) = a’g(py — p)(h —a).

Spolu teda treba vykonat pracu

1 . .
W =W+ W, =ga* (ipv — pk> +a’g(py — p)(h —a) = ga® (pv (h — %) — pkh> =0,76J.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha H.3 ... vzduch pod vodou — méné zjednoduSeny 5 bodt

Méme kostku se stranou a = 10cm a hustotou p, = 150kg-m~>. Tuto kostku ponofime do
vody v nadobé tak, ze zacneme z polohy, kdy se spodni sténa kostky akorat dotyka hladiny
vody, a ndsledné ji protlac¢ime doli (bez jakéhokoli otdc¢eni) o h = 15 cm. Jakou préci pri tom
vykondme? Priifez nddoby (tedy plocha hladiny) je S = 300 cm?.

...Lega napadaly zjednodusené verze ulohy...

Budeme sa venovat uz len rieseniu cez energie, nakolko je matematicky jednoduchsie. Kocka
ma hmotnost my, = a®py, &ize pri ponoreni sa o Ahy, = —h sa jej potenciilna energia zniZi o

AEp = mkgAhx = —a3pkgh.

Cel4 kocka skonéila pod hladinou, &ize vytladili sme vodu s objemom a®, s hmotnostou m, =
= a®py. Tazisko tejto kocky vody sa pred pondranim nachadzalo h—a,/2 pod hladinou. Vytlacend
voda sa teraz nachiddza nad povodnou hladinou. Vyska hladiny teda stiipla o pomer objemu vy-
tladenej vody a plochy hladiny Ahy, = a®/S, priom tazisko vytladenej vody sa bude nachidzat
uprostred tohoto kvadra. Vytlacend voda tak stipla o svoju cestu k hladine a o cestu, ktora je
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nad poévodnou hladinou Ah, = h —a/2+ Ahyw/2 = h—a/2+a®/(2S). Tym pddom potencidlna
energia vody narastla o

3
AEy, = mygAh, = a’peg <h — % + a) .

Spolu teda potencidlna energia narastie o

3

AE, = AE,, — AEy = aspvg <h — % + ;S> - a3pkgh

= gd® heC ) ) — 0020
= ga’ ( pv 5T o5 ) —pxh) =092J.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha H.4 ... vzduch pod vodou — stile zjednoduseny 5 bodti

Méme kostku se stranou a = 10 cm a hustotou px, = 150 kg-m 3. Tuto kostku ponoiime do vody
tak, Ze zacneme z polohy, kdy se spodni sténa kostky akorat dotyka hladiny vody, a nasledné ji
protla¢ime dolti (bez jakéhokoli otdceni) o h = 6,0 cm. Jakou prdci pri tom vykondme? Prifez
néddoby (tedy plocha hladiny) je S = 300 cm?.

...aZ nakonec Lego doopravoval.

Riesenie s vyuzitim sil je mozné, ale ndro¢né (aj ked v pripade tejto tilohy ten rozdiel nie je tak
velky).

Kocka mé hmotnost my. = a®py, ¢iZe pri ponoreni sa o Ahy, = —h sa jej potencidlna energia
znizi o

AEy = migAh, = —a’prgh .

VytlaéiliE sme vodu s objemom a?h, ¢ize hmotnostou m, = a®hp,. Tazisko tohto kvidra
vody sa pred ponorenim nachddzalo h/2 pod hladinou. Lenze vytlac¢end voda sa musi presuntt
nad p6vodnu hladinu a zmestif sa niekde medzi steny kocky a steny nadoby, ¢ize vytvori hranol
s podstavou S —a? a objemom a’h. V§ska tohto hranolu teda bude Ahy, = a*h/(S—a?) = 3 cm,
pricom tazisko vytlacenej vody bude v polovici tejto vysky. Zmenu vysky faziska vytlacenej vody
teda dostaneme ako siicet cesty po pévodnid hladinu (h/2) a nad fiu (a®h/2(S — a*)). Spolu
teda zmena potencidlnej energie vody bude

S

S —a?’

h a®h 1
AEpy = mygAhy = a’hpeg (2 tos—a) ) = Sa*hpug

mézeme si v&imnit, Ze pre S > a? by posledny zlomok $iel k 1 a teda by sme dostali rovnaky
vysledok ako v prvej tlohe tejto série.

5pozor, pod ,vytlac¢enou vodou“ v tomto rieSeni myslime iba ta ¢ast objemu kocky, ktord sa nachidza tam,
kde bola voda uz pred ponaranim. Teda ¢ast objemu, ktord je teraz pod hladinou ale je zaroven nad p6vodnou
hladinou nepocitame, pretoze tam voda nebola a teda nemusime riesif kam sa presunula

Stu je dolezité si skontrolovat, ze skutoéne h + Ahy, < a, teda ze kocka naozaj nebude celd ponorena
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Spolu teda potencidlna energia narastie o

1 5.9 S 3 2 h S
W = AE,, + AE = 50 h s R prgh = ga h(pv§m fpka> =0,18J.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha M.1 ... cesta Blankou poprvé 3 body

Pirdt silnic jede v auté rychlost{ vi = 80,0km-h™!. Po uraZeni tietiny vzdélenosti, na které
probiha tsekové meéreni, si uvédomi, ze by mél dodrzet maximalni povolenou rychlost v =
= 70,0km-h~!, kterd se méfi jako priumérna rychlost prijezdu méfenym tdsekem. Jakou nejvyssi
rychlosti v miuze jet nasledujici dvé tretiny drahy, aby maximalni povolenou rychlost dodrzel?
Zanedbejte ¢as potiebny pro zpomaleni na pozadovanou rychlost. Odpovéd uvedte v km-h~!.
Karel premyslel nad rychlosti.

Oznacme si celkovou urazenou drahu jako s, pak muzeme napsat, ze pro celkovy cas, a tedy
maximalni rychlost, kterou by mohl jet pirat silnic, plati

1s 2 s

kde se nam zkrati celkovd drdha. Tim se ndm rovnice zjednodusuje. Chceme znat rychlost va,
takze ji prevedeme nalevo a postupné vyjadiime

21 _1 11
3’!}2 v 3111
3v _ 31_)’[)1
272~ v — v
S S
3v; — v

Pokud prvni tfetinu vzdélenosti urazi pirat rychlosti 80,0km-h™', pak musi zbytek jizdy jet
rychlosti 65,9km-h~!, aby udrzel primérnou rychlost na 70,0km-h~!. Neni to tedy vysle-
dek 65,0km-h™!, jak by ndm mo#n4 radila intuice.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha M.2 ... cesta Blankou... moZna... 4 body

Predstavte si, ze se potrebujete rozhodnout, jak pojedete na chatu. Vybirdte si mezi cestou
délky s1 = 13km urazenou za t; = 25 min a drahou s2 = 20km urazenou za t2 = 20 min. Déle
predpoklddejte, ze spotfeba benzinu je konstantni ¢ = 6,71/(100km) a cena benzinu je p =
= 40,2 K&17 1. Rikd se, Ze &as jsou penize. Jakou minimélni hodnotu tedy musi mit vas ¢as, aby
pro vas bylo vyhodnéjsi jet delsi trasou? Vysledek uvedte v ¢eskych korunach za hodinu.
Karel premyslel nad financemi a cenou casu.

Reélny problém by byl samoziejmé komplexnéjsi. Dopravni situace se dynamicky méni, a i kdyz
nam navigace poradi rychlejsi cestu, muze se v useku stidt nehoda a my tam ,zkysneme*
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Nebo se naopak muze rozpustit dopravni zadcpa na jiné trase, kterou jsme si nevybrali. N&s
priklad pfedstavuje jednoduchy model pro konstantni parametry. V realné situaci je i spotfeba
paliva proménlivd v zavislosti na rychlosti, resp. ve mésté na zrychlovani a zpomalovani na
ktizovatkach.

Vrhnéme se nyni na nasi konkrétni tlohu. Cena paliva spotfebovaného projetim trasy je
urcena soucinem vzdalenosti, spotieby a ceny paliva. Pro prvni, kratsi, trasu vychézi

P =s1cp =35,0Ke.

Druhé trasa je pak analogicky

Py = sacp = 53,9K¢.
Aby se nam vyplatilo jet rychleji delsi trasu, musi byt cena ¢asu v jednotkdch Ké&-h™! vy$si nez
rozdil ¢astek déleny casem, tedy

Py~ P, - . _
2T 52T - 996 Keh L.
t—ta  t1— b

X >

Abychom se v tomto konkrétnim ptipadé rozhodli jet delsi trasou v krat$im ¢ase, musime si ce-
nit svého casu na vice nez 226 korun za hodinu. Kdyz se opét podivime na redlnou situaci, ve
skutecnosti mé auto nejnizsi spotiebu pii plynulé jizdé bez brzdéni, rychlosti, kterd zavisi na
aerodynamice auta. Obvykle se tvrdi, Ze tato rychlost je pro bézné osobni auta kolem 80 km-h ™!
az 90km-h~!. Nejspise tedy bude rozdil spotfebovanych pohonnych hmot pii nasich dvou tra-
sach mensi, takze by stacilo i nizsi ohodnoceni naseho c¢asu.

Karel Koldr
karel@fykos.cz

Uloha M.3 ... stfidava cesta Blankou 4 body
Predstavte si, Ze jedete po rovné silnici a neomezuje vas provoz, ale chcete dodrzovat rychlost.
Na silnici se pravidelné stridaji omezeni rychlosti na vso = 50 km-h™! a vy = 70 km‘hfl,

znacky jsou od sebe vzdy vzdalené d = 500m. Jedete tak, ze na trovni znacky 70 zacnete
zrychlovat se zrychlenim a = 1,2m-s~2 z rychlosti vso na vro. Naopak zpomalovat zacnete se
zrychlenim stejné velikosti, ale opacného sméru, abyste dosahli rychlosti vso pravé na turovni
znacky 50. Jinak jedete v tuseku vzdy maximalni povolenou rychlosti. Jaké priumérné rychlosti
v kilometrech za hodinu dosahnete? Délku auta zanedbejte. Karel premyslel o prumérech.

Popsand jizda po silnici se sklada ze 4 opakujicich se ¢asti: z rovnomérné jizdy v celé oblasti vso,
zrychlovani na wvrg, rovnomérné jizdy vzo a zpomalovani na vso. Prumérnou rychlost uréime
z celkového casu T, za ktery urazi auto drahu 2d.

Prvni ¢ast casu urcime snadno jako

d
tl = — = 36s.
V50
Druha a c¢tvrtd ¢ast budou ze symetrie trvat stejné dlouho a ¢as urcime z doby, kterou trva

zrychlit z vso na vro

by =ty = JTO Y50 - 4 63
a
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Meéli bychom ovérit, zda vubec stihneme zrychlit a zpomalit, ale to udélame nyni tim, ze kvuli
urceni tfetiho cCasu zjistime, jakou vzdalenost jesté musime urazit. Vzdalenost, kterou ujede
auto za cas to (a tedy také za t4) je

1 (v7o — vs0)* vro —vs0 _ 1 v — v

1 2 O .
As = —at to = = = =772m.
s 2a2+v502 3 p + vs0 p 5 o ,2m

Ve treti fazi pohybu tedy staci urazit d — 2As rychlosti v, tedy

2 2

d U709 — Uso 9

d— 2As N d V70 v .

t3: = a :7—7+i:17,85
v70 V70 V70 a avro

Celkovy cas cyklu dostavame jako pomérné krkolomné vyjadieni

d V70 — U d v v2
T=ti+tzttstta= —+2—2 4 — 04 50 _
Us0 a V70 a avro
1 1 1 %)\ .
—d<+>+<v7o2’050+v50>_63703-
Us0 V70 a v70

Primérnou rychlost dostavame pak jako

2 _ 2
- 2

T %4-#-1-%(070—2@50-&-@)

v70 v70

=159m-=s™ ' =57,1kmh™".

v =

Dodrzovani rychlosti v jizdé timto zptisobem vede k priimérné rychlosti 57,1 km-h~!.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha M.4 ... cesta Blankou... silné piratska 5 bodt

Predstavme si, ze néjaky pirat silnic s autem o hmotnosti m = 1290kg a vykonem moto-
ru P = 92,0kW vjede rychlosti vo = 70,0km-h~! do tunelového komplexu Blanka a rozhodne
se zrychlovat s maximalnim vykonem motoru. Jaké rychlosti by dosahl, kdyby takto mohl
zrychlovat po celou délku komplexu d = 5502m? Pro jednoduchost zanedbejte vyskové zmény
v tunelu, odporové sily (které ve skutecnosti hraji velkou roli) a predpoklddejte, Ze auto nema
omezenou maximalni rychlost. Vysledek uvedte v kilometrech za hodinu.

Karel premyslel o zrychleni auta.

Predné nesmime zapornenoutE prevést do zékladnich jednotek rychlost vg = 19,4m-s~'. Diky
tomu, Ze muZzeme zanedbat odporové sily a zménu vysky, miuzeme vyjit ze zdkona zachovani

mechanické energie
1 2P
E](:Pt:ﬂnv2 = = J}
2 \/ m

kde v je rychlost v Case t. Vztah pro rychlost muzeme vyuzit pro integraci, abychom ziskali
zévislost polohy v case. Meze, ve kterych budeme integrovat, budou od casu, kdy méa auto

"Presné jako se stalo v prvni verzi vzorového Feseni.
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rychlost vo, tedy to = muvg/(2P) = 2,655, aZ po né&jaky ¢as t1, kdy dosahneme konce tunelového
komplexu ve vzdalenosti d od zacatku métfeni pohybu. Dostaneme tedy

t1 2\ 3
- 2Pt 2 2P 3 3>_2 2P 3 Mo
d/to m dtiS m(\/a \/g 3V m \/E 2P

Hleddme nyni cas t1, kdy pirat z tunelového komplexu vyjede, takze t1 vyjadiime z predchozi
rovnice jako

t3 — mv% e + §d ﬂ
1 2P 2 2P’

mwd \ ¥ 3 m o
0 _ _ =
(( 5 ) + 2d ) ="78,5s.

Konce tunelu dosdhne pirat zhruba za 78,5s a jeho rychlost uré¢ime dosazenim této hodnoty do
puvodniho vztahu pro rychlost v ¢ase, tedy

1/3
S ETTRY E T A N P s R
NV TV m 2P 27V 2P -
= {/vd + %d = 106m-s~ " =381 km-h~".

Pokud by tedy pirat stdle drzel nohu na plynu, na auto by nepusobily odporové sily, vyska
cesty by byla konstantni a auto by dokazalo zrychlit na takovou rychlost, dosahl by rychlos-
ti 381 km-h™".

t1

Karel Kolar
karel@fykos.cz
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FYKOS
UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
18000 Praha 8
www: https://fykos.cz
e-mail:  fykos@fykos.cz

Kl /FYKOS (0) @fykosak

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medialni komunikace MFF UK a podporovian Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematikt a fyziki. Realizace projektu byla
podpofena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

63


https://fykos.cz
mailto:fykos@fykos.cz
https://www.facebook.com/FYKOS
https://www.instagram.com/fykosak
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

	Řešení úloh Fyziklání Online 2024
	1: férový sprint
	2: kolejová
	3: in the shadows
	4: běž, co ti nohy stačí
	5: vodohospodářské inženýrství
	6: vaříme kyselinu
	7: pozorování letadla
	8: formule na stropě
	9: zahříváme plech kyvadlem
	10: diproton se loučí
	11: zrychlené zpomalení
	12: prasklá láhev
	13: velký kytarový třesk
	14: cesta na cestě
	15: kladky s kvádry a třením
	16: zvyšování stupně polarizace
	17: teplejší pozadí
	18: kombinovaná
	19: laserový oběd
	20: garážová vrata
	21: kdo by se bójky bál
	22: kutálející se sklenička s ledem
	23: lahodné palivo
	24: nekonečný odpor
	25: živý přenos
	26: periodické vychylování
	27: choď přes přechod
	28: výstřel k lepším zítřkům
	29: visící mobil
	30: soustředné sféry
	31: odměřený plyn
	32: sledování počasí
	33: předražený taxík
	34: natlakovaná bublinka v oleji
	35: dramatický útěk
	36: nekonečný odpor II
	37: dipól na pružině
	38: neteče teplá voda
	39: přelévací hodiny
	40: usměrněná účinnost
	41: všechno stejné
	42: zavěšená
	43: hraniční kopec s rozhlednou
	44: netěsný prsten
	45: dvojité detekce
	46: návrat k U-trubici
	47: zrychlení idealizovaného auta
	48: rybářská
	49: utlačovaný vzduch
	50: optimálně excitovaný kvantový oscilátor
	1: sluneční plachetnice vznášející se
	2: sluneční plachetnice na cestě ke hvězdám
	3: sluneční plachetnice na cestě ke hvězdám II
	4: sluneční plachetnice na cestě k Marsu
	1: vzduch pod vodou – maximálně zjednodušený
	Cez energie
	Cez sily

	2: vzduch pod vodou – velmi zjednodušený
	Cez energie
	Cez sily

	3: vzduch pod vodou – méně zjednodušený
	4: vzduch pod vodou – stále zjednodušený
	1: cesta Blankou poprvé
	2: cesta Blankou... možná...
	3: střídavá cesta Blankou
	4: cesta Blankou... silně pirátská


